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Rutuliukas ant bégiu

IS plonos standzios vielos
pagaminti lygiagretis a=2cm plocio
bégiai, iSlenkti ir jtvirtinti, kaip
parodyta brézinyje. Desiniosios bégiy

dalies formg apraso iSraiSka h= kx?
k =0,5m™. Kairioji bégiy dalis sudaro
vertikalios spiralés vija, jos spindulys
r =20cm, zingsnis b =4cm. Ant bégiy

padedamas homogeninis rutuliukas, kurio skersmuo d =3cm. Rutuliuko ir bégiy trinties

koeficientas p=0,13.

1) Kokiu maziausiu grei¢iu turéty neslysdamas riedéti apatiniame taske rutuliukas, kad

pasiekty virSuting horizontalig bégiy dalj?

2) Kokiame didziausiame aukstyje deSinéje puséje padétas ir paleistas be pradinio

greicio rutuliukas riedés neslysdamas?

3) Kokiame didziausiame aukstyje deSinéje puséje padétas ir paleistas be pradinio
greicio rutuliukas pasieks horizontalig begiy dalj kair¢je puséje?

UzZduotj parengé mokyklos ,, Fizikos olimpas” steigéjy tarybos narys, ilgametis mokyklos
direktorius (11 m.) ir Sio Fizikos turnyro uzduociy parengimo spresti ir jy sprendimy vertinimo
komisijos pirmininkas prof. habil. dr. Antanas Rimvidas Bandzaitis.

A Sis tekstas svetainéje www.olimpas.It nuolat skelbiamas nuo 2013 01 07.

UZduoties aiskinamasis sprendimas / FT6-10 V

1) Spiralés bégiai su horizontu sudaro mazg kampa
= 0,032, cosx = 0,9995 = 1, )
2mr todél
rutuliuko svorio jéga, veikianti bégius, gali buti laikoma
vertikalia. Rutuliuko padétis ant bégiy ir ji veikiancios
jégos pavaizduotos paveiksle. Riedant spirale (rutuliuko
masé ™ | centro greitis v ) bégius veiks rutuliuko svoris

Fo =

mg | iScentriné jéga "+3 ir trinties jéga, nes vidine
bégiy dalis yra trumpesné uz iSoring, tod¢l riedéti spirale
nepraslysdamas rutuliukas negali. Rutuliuko prispaudimo
prie iSorinio ir vidinio bégiy jégos atitinkamai yra

o =sne =tgx =

vid
F =
m(zv'd* -a* afz'.r" 1;{:1])

F ‘m(zm e a))
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F > F' | todél rutuliukas i3oriniu bégiu riedés neslysdamas, o vidiniu riedés praslysdamas,

slydimo kelias pakylant spirale {=2m(r+a)-2nr=2ma . Rutuliuko inercijos momentas
einancios per centrg asies atzvilgiu yra
md?
.I.rn =
1“ . . . .
o einancios per lietimosi su bégiais taSkus aSies atzvilgiu
md* mi(d]*—a®) m(?d’ _)
+ =—|—-ad®
10 4 4\ 5

Maziausiam pradiniam riedancio rutuliuko centro greiiui Yo esant rutuliukas, pasiekes

virSuting spiralés dalj, sustos. Tada i§ energijos tvermés désnio gauname:

—— d{d*-a?) . 2
g (blzdz — g,?-:] +u (ﬂad'u"d* -a?- ﬁj’n ﬂ[x]‘dx))

(=141

v 21

T
Rutuliukui riedant jo centro greitis ¥(x) mazéja nuo ve iki 0, tatiau jo priklausomybés
Nnuo X nezinome. Jei i iScentring jéga neatsizvelgtume, gautume
g (b[dz — azjl + mpadyd? — cxz)

= v(U) =0,76

21 ' 0 '

m m/s.
Tai maksimali pradinio grei¢io verté. Jei laikytume, kad greitis nuo x nepriklauso, t.y.,

v(x) = . V5 iSraiskoje paskutinio nario integralas
I
fi:';dx — v = 2maw3.
o

[=]%]

17

Irase integralo iSraiSkg gauname

g (b\jd?- —a? + H,L-:ad)

= N 17

1 7d2 _ o), 2md
4[(d]Z —aZ)\ 5 (2r T a)

m/s.
Tai minimali pradinio grei¢io verté. Kadangi vertés
nelabai skiriasi, imame vidutine verte Va = 0,74 m/s.
Tiksliau nagrin¢jant rutuliuko jud¢jima reikéty
iSspresti jo judéjimo lygt;. Riedédamas spirale rutuliukas

1)

5

L=

0.73

(=141

sukasi kampiniu grei¢iu @' apie horizontalig a$j ir kampiniu
greiiu @”  apie vertikalig asj, o pilnas kampinis greitis & ,
kuris atitinka ir momenting sukimosi asj, yra ty greiciy
vektoriné suma, kaip pateikta pav. Riedédamas rutuliukas

apie horizontalig as] apsisuka apie
2nlr+a) 2(r+a)
n = = - " "
2mn vd?-a? karty, o apie vertikalia asj — tik viena karta, @™ ®» @” | kampas y

mazas, todél ¥ = siny =tgy,cosy =1

, _ dsin(90° —Ff—y) «di-a-asiny +di-ai-ay

T = 3 3 3 17 = asiny = ay.
Kampa ¥ nustatome i$ lygties
2mn vd*-a?-ay
Vet Ve et a)
y= y = 0,049 = 2,87,

2r+3a’
Rutuliuko inercijos momentas momentinés sukimosi asies atzvilgiu



-

md-
10
Riedantj rutuliukg veikia sunkio sukurtas jégos momentas N1 =Trimgsina jr trinties

sukurtas jégos momentas Nz = 1z4F" | stabdantieji riedéjima. Rutuliuko sukamajam judéjimui
1dv

I'= + mn®

£E=——
taikydami antrgjj Niutono désnj jo kampiniam pagreiciui 1 dt gauname lygtj

I'dv . gd dv?
T nmgsina — rmmuy N azr+d)’
dr _ pdry siny
2 n . a C(2r+a)l’
v g(2r+a}(ﬂdsinrsma+2 d=—a=) 'rn
PaZzymime
2 {2r+a](ﬂ 1 na+ e ) v, =30
- — - n e I 7, = 3,
1=4 d siny 24/d% —as 1 m/s,
pdr siny ~
= = 0,025 1.
9 (2r+all' q m
m
Tada
ar
— - = = gdt,
17E - T_':li'
dv dv

- = 2v,qdt,
ﬁ_-: —_ 1_-:1] ﬁ_-: + 1_-:1] U1q

In(v—1y)-1nlv + 1) = 2139t + C.

lnI[('r:-' — 1*1)]

=2wmgt+ €,
(v+1y) 14
(‘i." — 1.‘11] — Cl‘.?:y’-qr,
w+vy)

14 Ce®aat

1-Ce®vaat”

C¢ia C — integravimo konstanta. Jei rutuliukas pasiekia virSuting bégiy dalj per laikg t1, tai esant
maZiausiam pradiniam grei¢iui ¥(0) = g galutinis greitis ¥(t,) = 0. Tada

v=1

1+Ce:% =, C = - *Valh,
1- 3101, shz:][v,q(t — t1)]
v =7 = - - .
11 4 evaal-z,) Y eh[s] v q(t — tq)]
Cia panaudotos hiperbolinés funkcijos
gl _ gl el 4 o7
shu = E—— chi = —
2 2

Laikui f1 nustatyti panaudojame rutuliuko centro nueito kelio i$raiska:

o ~ fash[Z]lv gt —£4)1
m2r + a) = L vit)dt = _T'IL Ch[] It_aiq(t — 1ty :I] £=

1 t 1
—~ Eln ch[=]Tvyq(t —t4)]) & == Eluch{tﬂiqtij.

ch(v,qt,) = em(?'ﬁa:'.
Tada pradinis greitis

v =v(0)=1v

= viJl - ch2[Cligvy (2400 .

* chli[qva(t1)] ch[ZJlgvy(t)]

3



vy = 15'1J1 _ e—:nq(2r+aj! ve = 0,75 /s,

2) Padétas ant bégiy, sudaranciy su horizontu kampg g, rutuliukas, veikiamas sunkio
jégos, galéty riedéti kampiniu pagreiciu
"= (mgV(d2-a'2) sinQy2l = (2gV(d"2 — a"2) sin()/(7d"2/5 -a"2).
Trinties jéga jam galéty suteikti kampinj pagreit]
£ = (umgd cos(Q /(21,0 ) = (5ug cos()/f4d.
Rutuliukas riedés neslysdamas, jei X
= u= (4dv(d"2-a"2 ) f(7d 2-5a"2 ) tg(.
Kadangi t&[= dh/dx = 2Zkx. gauname
u(7d? — 5a%) [u(7d? - 5a*)]*
x = , h = —— —,
tkad 16kd*(d? - a®)
Tokiame auksStyje padéto ir paleisto be pradinio grei¢io rutuliuko centras Zemiausioje
bégiy vietoje igaus greit]
2gh(d? — a?
N L a)’ v = 0.99 .
?fiz 2 5
5 ¢

R=0087 m.

3) Riedantj spirale ¥" grei¢iu rutuliuka veiks idcentriné jéga Fo, atramos j bégj tasko
atzvilgiu sukuriantj jégos momenta
N=m ) 2J@d2-a"2)/200+0a/2).

kurj turi kompensuoti sunkio jégos sukuriamas jégos
momentas

L d 5

>

Jeigu Fo

AN=N-N"=0,

Rutuliukas remsis tik j iSorinj bégj ir riedés tuo bégiu mg
kildamas j vir§y. Ribiniu atveju N =N",

"o Q‘CIEZT"-FO‘,) 2 = 1.26 E
2vde —a? ' ’ 5 S

d
Kai rutuliuko greitis bus didesnis uz ¥", rutuliukas

nuvirs nuo bégiy. Matome, kad ¥" = ¥" taigi, rutuliukas turés bati padétas aukiciau negu
h =011 m jr pradzioje riedés praslysdamas. Sakykime, kad rutuliukas paleidziamas be pradinio
greidio i§ auks¢io ' =k _ Iki auks¢io R” jis riedés praslysdamas, jo centras jgaus greitj ¥' , 0
toliau jis riedés nepraslysdamas ir apadioje jgaus greitj ¥ . Rutuliukui slystant trinties jéga

. dh
Fep = pmgcos g, (tELf.f-' :E)] ok dath
atlieka darbg

A=[p"Tw'E [Fitrdl =,/ 1))E Lpmg cos Lo dxfeosed = pmgfik (V(RD) - VR’
Panaudojame energijos tvermés désnj ir gauname lyg¢iy sistema:

I§ pirmyjy dviejy lygéiy eliminuojame ¥""" ir jrafome A iiraiska:
pmgl (1,0 k) (L(h") - (k") = mg(h" - &™) - umg (K (VA7) -V (A™).
Padaline i§ ™4 Vi’ - ‘-“’F) gauname

Vh* = (u(I + 1,0)) /(1,0 Vk) -V (a").



Tada treCiaja lygti galime parasyti taip:
RV =2 pfVle N (R + w2 (T +1,00)/(0,0 - 2] K] '2)/¢ kmg(d) 2-a'2)) = 0.
Tos lygties teigiamas sprendinys
2 prI+1 21"
b, J}A p2(I+ 1) v

I L 4= — |, h=022m.
VE o K lok Img(d]* —a?) "

-
&

h' =

Uzduoties aiskinamgji sprendimq pateiké jos autorius prof. habil. dr. Antanas Rimvidas
Bandzaitis.
A Sis tekstas svetainéje www.olimpas.It nuolat skelbiamas nuo 2013 04 02.

Turnyro dalyviy sprendimy aptarimas / FT6-10 V

1) Beveik niekas i§ sprendusiyjy neatsizvelgé, kad riedant spirale vidinio ir iSorinio
bégiy ilgiai skirtingi, todél standus rutuliukas rieda praslysdamas.

2) Dalis sprendusiyjy vertindami trintj neatsizvelgeé j tai, kad reikia naudoti prispaudimo
prie bégiy jégas, o ne sunkio jéga.

3) Dauguma sprendusiyjy neatsizvelgé j tai, kad rutuliukg reikia padéti tokiame
aukstyje, 18 kurio jis pradeda riedéti praslysdamas.

Uzduoties sprendimy aptarimg parengé jos autorius prof. habil. dr. Antanas Rimvidas
Bandzaitis.
A Sis tekstas svetainéje www.olimpas.It nuolat skelbiamas nuo 2013 04 02.

Sprendimy vertinimo kriterijy ir jy verciy lentelé / FT6-10 V

Nr. | Sprendimy vertinimo Kriterijus Verté balais
1.1. | ParaSyta energijos tvermeés désnio iSraiSka riedanciam spirale rutuliukui 2
1.2. | Ivertintas trinties jégos darbas rutuliukui riedant spirale 2
1.3. | Nustatytas minimalus riedéjimo greitis 1
2.1. | Nustatytas aukstis, kuriame padétas rutuliukas riedés neslysdamas 1
3.1. | Nustatytas minimalus greitis, kuriam esant rutuliukas nuvirs nuo bégiy 2
spiraléje
3.2. | Nustatytas aukstis, kuriame padétas rutuliukas pasieks nuvirtimo greitj 2
Didziausias galimas sprendimo jvertinimas 10

Sprendimy vertinimo kriterijy ir jy verciy lentele parengé uzduoties autorius prof. habil.
dr. Antanas Rimvidas Bandzaitis.
A Sis tekstas svetainéje www.olimpas.|It nuolat skelbiamas nuo 2013 04 02.
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