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1.1 ������������������
����������
���� 
 

           Ap��������� ��
���� ��������������
����
������ ������������������)��� ���
�
���
�,����������
������	������/#0�'������������������
����1��
�
���	����������� 

         n 

                                                     rc =   ∑ mi ri / M .                                  (1) 
            i=1 

 

�������
����)�����2���
�	�������������2�������������)��i ir ri – �������������������� ir 
spindulys - vektorius, M –� ����� �������������#�3
���������� 4/5� ��
��� �����
�������)�
������������������������4���
���5�#� 
 

Nekietos si���������������
�����1)�������� 
����
�)������
���������������)������������-  

 
��������������������
�������
�2����������# 
 (��������������
���	���������
��)��������� 
 �������i�������������������������������4���- 
 .���
������5����6�ρ dV, kur ρ -���
o tankis,  
 dV –���������������������4���������.���
�������5) 

�����������
��
	��������������������#� ����� 
 sumos ∑mi ri ����������	����
��������∫ r dm =  

= ∫ r ρ dV, kur r (1pav.) bus tolygiai kintamas 
 dydis. 
  
 
                                                                               rc = ∫ ρ r dV/ M.                    (2) 
 
 
 1 pav. 
 
 
 ��
��	2����������
������
���405��	�	�����
�
������' 
 

rc = ρ ∫ r dV / ρV 
 

arba 
 

                                               rc = ∫ r dV / V.                                           (3) 
 
 
 
 
��������������475��	�	�����������
�2�������)��������' 
 
 
 

Y 

X 

Z 

O 

  dm C 

     rc 

r 
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Xc = ∫ x dV / V, 
 

 Yc = ∫ y dV / V,                        (4) 
 

Zc = ∫ z dV / V. 
 
 
 
Simetriniams ������
����� ���
��	2����� ��������� ��
���� 4� ����	���
���� 
��������)�
������)�
����������)###5���
���������)����������������������
����#�,��������������	���x – ��
����#�,��������������
�����������
������485����
����	�����4�0�
��#5' 
 
 Xc = ∫ x dV / V.              (5) 
 
 

 �����2��������
��	����� 
 .����������
����������������s  

485���������	�2��)������� 
 ������������� ����	���� 
 .�������
�����+' 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2 pav. 
 
 
 

Xc = ∫ x dS / S , 
                   (6) 

Yc = ∫ y dS / S . 
 
 
 
 
 

S������������ 
����2����� ���
��	����� .�������� 4� �	�����
���� ������
���)�
pusskrituliui,...) pakanka (65����
���������
�����4�7�
��#�5' 

 
 

 
 Xc = ∫ x dS / S.   (7) 
 
 

 
h 

X 

      3 pav. 

r 

Xc 

C  . 

X 

  x 

    (h-x) 

   
   O R 

dx 

dS 

r x .C 

R 

dx 
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(�������4����
��	2���5����
����2���.��������������
������������������
��������Guldeno 
teoremomis.��������
	��4�
������
������5�����' 
 
I Guldeno teorema:������������
��
��������)������������
������������
����2����������
�
������)����
2���������������
����������)���������
������
2��)��	����������������������)�

������
�������������������
�����
���������
���������������4�+�6���⋅ 2 π xc ). 
 
��������
���������������������������������
���# 
 
II Guldeno teorema:� ��
�� �����)� ������� ����
�� ���� ������ 
����2��� .������ �
��� ���)�
����
2��� ���� .������� 
����������)� ���� ���� 
������
2��)� �	���� ���� .������� 
����� ��� ����
��������
�����
���������
�����������������
�������4� �6�+�⋅ 2 π xc ). 
 
Ja remiantis galima rasti 
����2���.��������������
���# 
 
9������ �������)� ���� ��
�� 	��� ��
����� 4� ��	���)� ������� 5#� ,����� .������ ��� ��
��������
��
����� ������ ��
��� ����
�2���� .�������)�
��#4/5)� ������� ��
������������� ����	�������������
��
���)� �� ��������)� 
�����)� ��� �������– neigiamais� 4����� ���������)� 
������ ��� �������
reikia atimti ). 
 
             Pratybos 
 

1. $����� ���
��	2��� �	�����
��� ������
��� 4� 
����2���� .������� 5� ������ ��
���#�
Matmenys parodyti 4 pav. 

 
 
 
   Sprendimas 
 
 
 
 

  
 ,�������4:5�.������#�

dS = 2 a dx, S = b h. 
 
 
 
 
 4 pav. 
 
 
 
 
 h 

Xc = ( 1/bh) ∫ x ⋅ 2 a dx;        a h = b ( h – x ); a = a(x); 
 0 

 

 

X 

 
h 

a 

C 

h-x 

 
x   xc 

            b 

    dx 

dS 

 O 
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                            h h   h 

Xc = (2/h2) ∫ x ( h – x ) dx = (2/h2) ∫  ( xh – x2 ) dx = (2/h2) [ (h/2)x2 – x3/3 ] =  
                           0  0   0 

 
= (2/h2) ( h3/2 – h3/3 ) ; 
 
Xc = h/3.                                                                                                             (8) 
 
 
�������
����������������	��)������������;����
���������# 
 

2. $�����������	���
������
��	2�����������������
���#�<����
	��
����	���0�
��# 
 
 
Sprendimas 
 
,�������4=5�.������#�� �6�π r2 dx, V = π R2 h/3. 
                                    h 

Xc = (3/πR2h) ∫ x π r2 dx; r h = R ( h – x ); 
     0 

 

 
                           h                                                       h 

Xc = (3/h3) ∫ x ( h – x )2 dx = (3/h3) ∫ ( h2 x – 2 h x2 + x3 ) dx = (3/h3) ( h2 x2/2 –  
                   0                                                       0 

 

                                        h 

- 2 h x3/3 + x4/4 ) = (3/h3) ( h4/2 – 2h4/3 + h4/4 ); 
  0 

 

Xc = h/4.                                                                                                             (9) 
 
 
 
 
Raskite taisyklingos vienaly����
�����������������
���# 
 

3. $����� ���
��	2��� 
���
���������� ������ ��
���#� <����
	�� 
����	��� 4=5� 
��#�
Pusapskritimis ( lankas ), kurio ilgis l = π R, paryškintas. 

B 
 
 
 
 
 

5 pav. 
 

Xc 
  X 

A 

R 

C 
O 

l 
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Sprendimas 
 
Pagal ��������	�
�	�����
��������
��
���
�������������������
��
���
���
����������
��
���	�����������	���
��
���
���	���
������
��
���–���
���
���������	�
�������
��c. 
Taigi, S = 4 π R2��
	��� 
 

4 π R2 = π R 2 π Xc; 
 

Xc = 2 R/π ≈ 0,64 R.                                          (10) 
 

4. ��

����

���
���	���
������
���� �
����
����	��
��!����� 
 
 
Sprendimas 
 
"���	���#$%�&	��������'�(�)����*��'�(�π R2 / 2; 
 R   

Xc = (2/πR2) ∫ x 2 r dx ;   r = √ R2 – x2����"	��� 
 0 

 
                                  R          

Xc = (4/πR2) ∫ x √ R2 – x2 dx ; 
 0 

 
 
Pasinaudojame integralinio skai+�����	�&	�����, 
         
∫ x √ R2 – x2  dx = - (1/3) ( R2 – x2 )3/2  + const.                                (11)    
 
Tada 
 R 

Xc = ( - 4/3πR2 ) ( R2 – x2 )3/2   = ( - 4/3πR2 )  ( 0 – R3 ) = 4R3/3πR2;                                                   
 0 

 
 
Xc = 4 R / 3 π ≈ 0,42 R.                                                                      (12) 
 
Pa
�������
��-��
�.���

���������������
��������	�
�	�����#�
�������eiks integruoti ). 
 

5. /�	
�
��������
�
�
���
���
������	�
�������
����0��������
�������	����������
������
�


���
� 
���� 
���
���	� ��� 
����
� ���
��� 111� (� ��� ��
��
�� 
	
� ��	��+�	
� &�-��	
�
��
������
�	����		�����
��Xc ( 6 pav. ).  
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                                                                                          ( Ats.: Xc = - a r2 / ( R2 – r2 ) ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6 pav. 
 
 

6. 2��
�����
�
������
�
����
	
���+�	
��������
�
�������-	
���
��
���	������
���	��3	�
�

������
����
���	�����
�
�4�#�$������%���������
�����
������

��? Pusrutulio spindulys 
R. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 7 pav. 
 
 

 
 

1.2 3��
	.	����	�.���.��	�����
 
 

������������3��
	.	� ���	� .���.��	� ����
� ������
	
� 3�����
��	
� 
�����.��� "��� 
�������
�
�
���
	.	����	�.���.���
��
�����
�
��������.�����������
�����
�
��������.������
��������
�
�	�
����
	.	����	�.���.���
������	��
�������-��-��
�
�.���.���
�#�)�5�–�)�6�%��3�������
�

���
���������.�����������������.������
��������
�����	�.	�
���	�-���
�
�#�����7������%� 
 

v = [ ω R ] = [ ω r ].                                         (1) 
 
 

  O   X      C 

 
R 

 
r  O1 

 
R 

 
R 

 
h 
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 8���u����9��	.��
����	
�������ω - ���	��������
�-���
�
��	� 
radius – vektorius r išvestas iš bet kurio sukimosi ašies  
taško O, kai ašis nejuda, arba iš nejudamo taško O, kai  

 ����
�
���
�������
������"���	� ���-���
�
�#�����3������- 
                                                    tikos 2.6 ): 
 
 
 
 
                                                                       a = [ ε r ] + [ ω v ] ,                          (2) 
 
 
 
 8 pav. 
 
+���ε - �������
����	���-���
�
��3�������
�
���
���������.����������������
�
�����
�[ε r] 
yra tangentins pagreitis aτ, antrasis narys [ ω v ] = an –��	�������
���-���
�
��3�������
�

���
���������.����
��
������aτ���������
�����.����-���
��asuk, an –����������-���
�� aaš, o pati 
(2)���-����
�������������������
	�
�	�����#�����3�����
��	
�)�7�%� 
 
 

1.3 3��
	.	����	�.���
�	������	��	���
�
��������.	
��	���
�
 
 
 

 
 
������������"�-������
�
�
�����
�
���
���������.������9�–�
���������������	��
��6����� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

u 

O 

ω 

R O1 

v 

   M 

r 

Z 

    Y 

X 

     u 

 
 
    ω 

    O 

     Ri 

ri 

 vi 

  mi 

 yi 

   Ri 
  xi 9 pav. 

�
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Tuomet vieno taško mi  ( mi������������
	�
���	���
��%�-���
�
�#�:�)�%, 
 

                                                         vi = [ ω ri ],                                                 (1) 
 

	�.���
�	������	��	���
�
�#�����"�����
���
����:�!�%�
���	�1��
����-�� 
 

                                                      li = [ ri mi vi ].                                                 (2) 
 

;�
	����
	.	����	�.���
�	������	��	���
�
�#�
���	�1��
����-���%� 
                                                                                          n              n 

                                              L = ∑ li  = ∑ [ ri mi vi ] .                                         (3) 
                                                                                        i=1            i=1 

 
Parašysime vektoriaus L� ��	.����.�
� �� �		�����+��� ���
��"������
���������3�����
��	
�
:�<����
	����
�
�����-	
���	.����.����������
, 
 

[ A B ]x = Ay Bz – Az By, 
 [ A B ]y = Az Bx – Ax Bz,         (4) 

[ A B ]z = Ax By – Ay Bx. 
 
 
 
 
Remdamiesi #=%����#!%���-�����
�-������, 
                                                            n 

Lx = ∑ mi ( yi viz – zi viy ), 
                                                                                         i=1  

                                                                                          n 

 Ly = ∑ mi ( zi vix – xi viz ),        (5) 
                                                                                  i=1 

 n 

Lz = ∑ mi ( xi viy – yi vix ). 
                                                                       i=1 

 
 
 
Analogi��������#:%���-���
�-���+�	���	.����.	
, 
 

vix = ωy zi - ωz yi, 
 viy = ωz xi - ωx zi,          (6) 

viz = ωx yi - ωy xi. 
 
 
 
 
8�����
���
�����	.	���3�����
��	
�:�!�����-��&	���-�����
, 
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rx = x, 
ry = y, 
rz = z. 

 
3����-����
�� �
��.�� #� 6� ����� %� �������
� ���
	.	� ���	� -���
�
�ω nukreiptas z –��� ����
�
kryptimi, tai: 

 
ωx = 0, 

 ωy = 0,                    (7) 
ωz = ω. 

 
 
 
 
#$%���-������������#5%��-��
���, 
 
 vix = - ω yi,               
 viy = ω xi,                                        (8) 

viz = 0. 
 
 
 
 
#7%���-������������#<%��
���
���, 

n 

Lx = - ω ∑ mi zi xi, 
  i=1 

 n                                                     
                                                     Ly

 = - ω ∑ mi yi zi,                                                (9)       
  i=1 

  n 

Lz = ω ∑ mi ( xi
2 + yi

2 ). 
 i=1 

 
 
 
 
"�-���
����	
�����
�9��������
	.	����	�
���
��.	
����
�-�����
�
���
�������
���
��.	
������
:>� ����� �����9��	
�
� ����� 
	���� 
����	
�� ���� ��
�
����+�	� ���
	.	� ���	� 

�
����
� 
���
������ �.���
�� "�	��
� ���������� ���	� ������
��� ����	� �		�����
�
� xi ir zi, atitiks kitas 

	��	
���
���
�
�������
�
������	��		�����
�
�#�- xi ) ir zi��"	��� 
 

∑ mi zi xi = 0, 
 i 

analogiškai 
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∑ mi yi zi = 0. 
 i 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 10 pav. 
 
 
"	�������#6%���-���
�-������, 
 

Lx = 0, 
 Ly = 0,                (10) 

 
Lz = ω ∑ mi ( xi

2 + yi
2 ). 

                                                                                                 i 

 
 
��� ��	
� ��-���
���
�
��� ���� 
	��	� ���	� .���
�	� �����	��	���
�
� ����eiptas z –��� ����
�
������������	�-���+�	�ω kryptimi: L ↑↑ ω ( mat Lz > 0 ). Iš 9 pav. matyti, kad  
 

xi
2 + yi

2 = Ri
2, 

 
kur Ri – taško mi��


���
���	�
����	
������
�������
�����
	��


��	�����.��������.��
raide ri� #� �����
	� ���
	����
� ����.���
� 
	���� ��
� ���de ri tuo tarpu nebus reikalingas ). 
"�	��
�
���
���, 
 
 xi

2 + yi
2 = ri

2                         (11)    
ir 

                                                   Lz = L = ω ∑ mi ri
2.                                                    (12) 

   Y 

 
X 

Z 

 O 

xi 

yi xi zi 

 
    yi zi 

 
    
   L 
ω 

 
- yi zi 

 
  - xi zi 
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                    Skaliarinis teigiamas dydis 
 
 n 

 ∑ mi ri
2 = I                                         (13) 

 i=1 

 
 
 
vadinamas kietojo k��	� inercijos momentu.� #:!%� ��-���� ���� ������.	
� �	���
	�
����������
�� ��� .	� ��
�
��� ���� ������.	
� �	���
�
� �� �������
	� 
��� ��	� ���	� ��
�
 
��
�
���

��	� �� '�����.���� .���.���� ������.	
� �	���
�
� �������� ��
�
� ���������� 0	�
vienetas yra 1 kg⋅ m2. Atskiro pavadinimo jis neturi, nors technikoje inercijos momentas 
yra svarbus dydis. 
�������������
�
���������
�.������������������������
���
������
�	�����
	.�����	�
���	���
�
��i 
���������
����
�
�������
���������������.	
��	���
�
������������
���
�-����, 
 
 I = ∫ r2 dm = ∫ r2 ρ dV.                             (14) 
 
 
 
��
�-��	
�����������-���
����;�� 
�������������

�����-�
� �� #:!%� ����� #:=%�� ���
	.	� ���	� .���
�	� � �����	��	���
	� ������
� ���
vektorius atitinkamai: 
 

L = I ω, 
 L = I ω.                                   (15) 
 

 
 
3����-�� ������.	
��	���
�
� �� ���� 
��-����
�� 
��� ���	�� ��
�
����+�	� ����� 
���
��.	
� �����
judesio kiekio momentas L visada yra nukrei�
�
� �������	� -���+�	� ω kryptimi  
#�������
�
���
����
����������	
�������
�����
�
���
�������������	���	��	�����%� 
������������?�-���.��#:<%�.���
�	������	��	���
�
�������
���+��	
�
�
���	�1���
��+�	���
�����

����	
�����.����
����-��� 
�������������"�����
� ��
���� :�!� ����-��&�� ��	��
�� 
�	����,� 
�

��	
� .���
�	� �����	�
�	���
�
������	��	�
���.����+�	�
���	�1��
����-���������-�
���
������
�	�.���
�	������	�
�	���
��� 
	� ��
��
� 
���	� 1� �
����-��� ����
� 
�

��	
� .���
�	� �����	� �	���
�
� ��
���
���
�	��
����-��� 
 

                                                  L = [ rc K ] + Lc,                                                         (16) 
 
 
 
+���K = M vc yra sistemos judesio kiekis, o vc –���
������
�	�-���
�
� 
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@�� 
�	����� 
����� ��� ���
�.��������� #� ���
��� 
�

����� %��'���
��.	� ���.����
����-������
���
���
��
���#�::������%��"	����#:<%���-���.�����
	.���-����������
���c��
�	��
��������
�����
����

��������
���
��.	
����
���
���������������
������
��� 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                    Tuomet: 
 
 
 
                                                                                        Lc = Ic ω.                       (17) 
 
 
 11 pav. 
 
 
3���������
������
��������
��
����	
�����
������
���
������#:$%���-������-������ 
����������� �
������
�	�-���
��������.��vc�����	���
��–� ������
������
�	������
�����
	����– 
rc��#:5%���-������������-������������
��
���, 
 
 Lo = Ic ω + [ rc M vc ].   (18) 
 
 
"��� ���
	.	� ���	� .���
�	� �����	� �	���
�
� ������� �
��.�� –� ���� ����
� 
���
�� �����

���
��.	
�����#��������
������
���%����
������ 
����������� �
�-��	���#:<%���-���������
�����#���-��������%�����,�����������
+����
���-������
������
�� -�	��
������ ��
	���� 0��-�� ����
� 
���
�� ����� 
���
��.	
� ���� 9�� 
��� ����������
��
�
�������
���1��
�
��
���
��
�
���
�����
�
	��	
���
���
�
��lementas m2 (12 pav. ). m2 
= m1. Pirmojo elemento m1� .���
�	� �����	��	���
�
� ��
� ����	� 
����	
�� ���.�� �
��+�	�

���	�1� �
����-��� l1 = [ r1 m1 v1 ], o antrojo elemento m2 judesio kiekio momentas to 
paties ta��	� �
����-��� l2 = [ r2 m2 v2 ]. Greitis v1 statmen�
� �������	� ��	��
����� ���
�������
�
� ��
���
�
	.���	�-���
�
�v2 –���	�
���
�
	.	��"	�������
	�����l1 ir l2�-�����������	�
��	��
��	.��� � ��� �������	� 
���
��.	
� ��
�
��� ���� ����.�� ��
��� �1 ir m2 atstojamasis 
judesio kiekio momentas  

L = l1 + l2 
nukreiptas kam����	� -���+�	� ω� ����
����� �����	� ��
���+��	
�� ���
	����
� L� ��
	���
����
������� 
L = l1 cosβ1 + l2 cosβ2; α1 + β1 = α2 + β2 = 900. "	���� 

 
                                           L = l1 sinα1 + l2 sinα2.                                                     (19) 

 

Y 

X 

   Z 

 O 

A 

  
  M 

 
 C  ω 

vc 

B 

rc 
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 12 pav. 
 
 
r1 ⊥ v1, r2 ⊥ v2, 
	�����1 = r1 m1 v1, l2 = r2 m2 v2, v1 = [ ω r1 ], v2 = [ ω r2 ]; v1 = ω r1 sinα1,  
 
v2 = ω r2 sinα2; l1 = ω m1 r1

2 sinα1, l2 = ω m2 r2
2 sinα2. ��

���
��
����� ��������
� ��������

(19), gauname 
 

L = ω m1 r1
2 sin2α1 + ω m2 r2

2 sin2α2. 
 

Kadangi r1 sinα1 = R1, o r2 sinα2 = R2, tai 
 

L = ω ( m1 R1
2 + m2 R2

2 ). 
 

m1 R1
2 + m2 R2

2 = I ( ���������
��� ������.	
��	���
�
�
����	
������
��
����-���%��"	����
gauname, kad  

L = J ω. 
@�� ��-���� 
��
� ��� ��
��� 
���
������� ������� ��
� .�� -������ ��
�����
�� �� ����-����
�
�

���
�����
��	��
��"��-�������	��.	������	���������	���#:<%�&	������� 
 
              Pratybos 

1.  Parodykite, kad ��	��+�	
�&�-��	
������
�
�- 
 ���+�	
������

�
�����
���&�-���������9��.���
�	������	 
 �	���
�
�
���	�1��-����+�	���	��
��	.������
����-�� 
 
 Lo = Jz ω 
 

ir tuomet, ����
����	
�����
������
���
��.	
����
���� 
     13 pav.                     ������
��&�-�����������
���
����� 

 

 C 

Z 

L 

ω 

O 

v1 

m1 

r1 r2 

 l1 

m2 

 v2 

 
  O1 

 
 l2 

  R2   R1 

  Z 

 
  ω 

O P 

��1 
���2 

��2 ��1 

  →   → 
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 2.  Skriem���
���������	�������
��	��
������
��
����
��'��������	���
���� 
������.	
��	���
�
�
���
��.	
�����
��
����-�� 

Ic, spindulys r. Raskite skriemulio judessio kie- 
��	��	���
��
�	��	���
��������������
�-���
�
 
yra ω. 

 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 
                                14 pav. 
 
 
���������������
���
� #:7%� &	�����,�Lo = Ic ω + [ rc m vc ]. Šiuo atveju ω yra statmenas 
�������	���	��
���������������
�
���
���
�
	.��#�:=������%��;��
	�����
�����-��A�rc m vc ] 
taip pat nukreipta ω�����
�����
	����A�rc m vc ] = rc m vc ω/ω = rc m ω rc ω/ω = m rc

2 ω = 
m r2 ω. Ieškomas Lo = ( Ic + m r2 ) ω� ��� �������
�
� �� 
���
�
	.��� "	��� ��
� �

������
-��
���������-����������
����:���������	�&	������Lo = Iz ω = Io ω��;����������
�
�����
kad Io = Ic + + m r2 . 
 

3. ��	����
��� ���� ���� ��
� �	��	
� &	��	
� ����
� 
���
�� ����� ��
� �	���� 9� ����� 
��� #:<%�
��-����?�(���ω�-���	.��.���
�	������	��	���
	���	.����.�����
�����, 

 
 Lz = I ω.                        (19) 
 
 
 
8�����–����	�������.	
��	���
�
�
	
�����
��
����-����	���-���#$%�ω = ωz. Patartume remtis 
(6%�&	�������
� 
 
 
 

 
1.4 ������.	
��	���
	�����9�������������.	
�
�������
  

 
 

��������������������-����
���� �������� 
�
������� &	���� �������+��� ����� ������.	
��	���
�
�

���
��.	
������ �
����-����3������
�
�����������
��������.�� �����������
� 
������������
rašoma lit���
��	.�� 
��������������������
���
������
	�
���
��	�#:=%�&	�����, 
 

I = ∫ r2 dm = ∫ r2 ρ dV. 

Ic 
C 

r 

m 

vc rc 
O 

Lo 

  ω � 
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1.  Plonas lankas arba plonasienis vamzdis�;�
����
��� 
������
�������	������
	�����	�
����	
������
�1��
	��� 

 
 
 
 I = r2 ∫ dm = r2 m, 
 15 pav. 
 
 I = m r2 .             (1) 
 
 
 
 
2.  Vienalytis diskas arba pilnaviduris ritinys. 
 
  �
�
�������
�������
�����������	�	�

����	����������	����
���1������
����	
�����
���������	, 
dm = σ dS = σ 2 π l dl ( σ - paviršinis tankis ). 

 
                                                                                                           r                                                   r                                                 r 

      I = ∫ l2 dm = ∫ l2 σ 2 π l dl = 2 π σ ∫ l3 dl = 2 π σ ( l4/4) = 
 m  0 0                                                 0 

= σ π r4/2, 
  
 

 
 16 pav. 
 
σ π r2�(����
	��� 
 
  I = m r2 / 2.                (2) 
 
 

3. Tiesus plonas strypas�#���
�
����
�
������

�
�����

������
���
��.	
�����111 ). 
 
 

                                                                  dm = q dr ( q  - ilginis tankis ). 
 l/2 

                                                             I = 2 ∫ r2 dm = 2 ∫ r2 q dr =  
                                                                                        m/2  0 

  l/2 

 = 2 q ( r3 /3)= q l3/12. Kadangi ql =  
 17 pav. 0 

 = m, tai  
 
 

O 

m 

r 

dm 

  r 
l 

dl 

dm 

             l O 

dr r     l/2 
O1 

dm 

 
www.olimpas.lt 

19

 I = m l2 / 12 .                             (3) 
 
 
 
 
/�������
	������������.	
��	���
�
�������
���������	���	� 
 

4. Pilnaviduris rutulys�#�
����
�
�������������
���1������+����������%� 
 
 
 
 
  
 I = 2 m r2/5.            (4) 
 
 
 
 
 
 18 pav. 
 
 
 
 
 

5. Rutulys su kiauryme centre� #� 
����
�
� ����� 
	���� ����� ����� �r pilnavidurio rutulio 
atveju).  

 
 
 
 
 
                                                                I = (2/5) m ( r1

5 – r2
5 )/( r1

3 – r2
3 ).    (5)  

 
 
 
 

�����������������������������������8����1 – rutulio, o r2 –���������
�
�������
� 
 
 
 19 pav. 
 
 

6. ��	��
����� 
&���� ����� 
��+��������
� ����	��
�� �������
� #� 
����
�
� ����� 
	���� ��
�
�������������

�
����
��������
��.��
�%� 

 

 

m 

 r   O 

A 

B 

 
   m 

r1 

r2 

 
   O 
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                  I = 2 m r2/3.                 (6) 
 
 
 
 

20 pav. 
 
 
#�#5%���-������
�����-��
���

�+��
���#<%�&	�����������������2 → r1 ). 
 
7. �����������
���-�
�#���
�
����
�
������
���
��.	
�����111 ). 
 
 
 
 
 
 
 I = 3 m r2/10.                  (7) 
 
 
 
 
 
 
 
 21 pav. 
 
 
7�� ��	��
����	� ��-�	� �	����
� ��������
� #� 
����
�
� ����� 
	���� ��+��� ����� ����� �����
��
atveju ). 

 
 
 
 
 I = m r2/2.          (8) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 22 pav. 

m 

m 

 O 

 O1 

r 

        m 

r 

O1 

O 

B 

A 

r 
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9.  Bet koks skriemulys�#�
��

������
����������	��
�����������
�%� 
 
 
 

�������������������������������������������������������������B��������#��������
�����
��
����%���
����- 
                           ����������������������������
��������

�
�
����	
	
���
�
���
��������	 
�������������������������������������������������������.	
��	���
������	
	
�����
�1��
����-���� 

                                                   Tuomet rašoma plono lanko inercijos momento  
������������������������������������������������������������&	������#:%, 
 
 
 
 I = m ri

2.     (9) 
 
 
 
 23 pav. 
 
�����	
���-���
�������� 

           

  ri = √ I / m .                        (10) 
 
 
 
 
Spindulys ri vadinamas inercijos spinduliu.� #:>%� ��-���� ���� ������.	
� 
�������	�
����������
��C��������	
��
��������	�������.	
�
�������
������

������	�	��
�
���-	
���
"�	��
�������.	
��	���
�
��������
���-���#6%�&	������ 
 
             Pratybos 
 

1. ��
��
�� 

	��
����	� ���9���	� ������.	
� �	���
�� 
���
��.	
� ����
� 1� �
����-����
;��9���	���
�����	���	����	����������	����������
�����������
�
����������-�
��1 ir 
r2 ( 24 pav. ) 

 
 
 
 Sprendimas 
 
 

������������������������������������������������������������ �
�
�������
��������������������������aip 
������������������������������������������+�	���
�	��
��.�,� 

 
  
                        24 pav. dm = ρ 2 π r dr l,  
 

dm 

  m 

r   r1 
 r2 

  O 

 ρ 
m 

dr 
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kur ρ - tankis, o l –����9���	���-�
� 
        r1                                                    r1 

I = ∫ r2 dm = 2 π ρ l ∫ r3 dr = 2 π ρ l ( r4/4 )=  π ρ l ( r1
4 – r2

4 )/ 2 = ( ρ π l / 2 ) ( r1
2 - 

      m       r
2       

                                          r
2 

 
 
 

- r2
2 ) ( r1

2 + r2
2 ). 

 
ρ π l ( r1

2 – r2
2�%�(����"	��������	��
� 

 
                                          I = m ( r1

2 + r2
2 ) / 2.                                            (11) 

 
 
 

2. ��
��
����	��
����	���-�	���
	����������
�������.	
��	���
��
���
��.	
�����
�111 
�
����-���� 

 
 
 
 
 ( Ats.: I = m r2/2, kur m –���
	����������
���
��% 
 
 
 
 
 
 
 
 
 25 pav. 
 
 
Pastaba: vis��
� ������ 
���
��.�� ��-����
��
� �
��.��
� 
����	
�� ���
� ����� ���� ���	� ��
���
���
��� 
 
 

1.5 Šteinerio – Heigenso ( Hiuigenso ) teorema 
 
 

�������������"�� 
�	����� ���	�	� ����� 
���� ���
	.	� ���	� ������.	
��	���
�� ����.�� ��-��-��+���
������
����-��� 
             Tegul z –������
�������������
	.	����	���
������
������	����
�9D���-��-��
��9�–���
����������


���
�
����
�����������-�������D�–������
�
�
������3��	�������.	
��	���
��9�–���
����
��
����-���������������z arba Ic, o z’ –�������
��
����-���– Iz’. 
              Pag���������.	
��	���
	�������������:�!�����-��&	�#:!%�&	����� 
 

m 

O1 

O 

r 
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 27 pav. 
 
 
 
 
 n                      n 

 Ic = Iz = ∑ mi ri
2 =  ∑ mi ( xi

2 + yi
2 ),          (1) 

 i=1                    i=1 

 
                                                                              n                 n 

                                    Iz’ = ∑ mi ri’
2 = ∑ mi ( xi’

2 + yi’
2 ).                                 (2) 

                                                   i=1                    i=1 

 

Iš 27 pav. matyti, kad  
 

xi = xi’, 
               (3) 

yi = yi’ + l.  
 
 
 
 
 
(3%���-��������	�����#)%���������, 
 
Iz’ = ∑ mi ( xi

2 + yi
2 + l2 – 2 l yi ) = ∑ mi ( xi

2 + yi
2 ) + l2 ∑ mi – 2 l ∑ mi yi ;             (4) 

            i i i i 

 

∑ mi (���#���
�����	���
��%�� 
 i 

 

��-�����
������
�	������������#:�:�����-��&	�#:%�% 

 
  Y 

  Y’ 

 
   
  O 

 C 

ri 

yi’ 
yi 

xi 
xi’ 

X’ X 

 
  O’ 

   ri’ 

   l  

Z Z’ 

mi A 
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yc = ∑ mi yi / m = 0, 
                                                                                                 i 

 

��
���
������
�	��		�����
���c�(�>�#�����)$������%��"	����∑ mi yi = 0. 
 
"����������

�����-�
���#:%�����#=%�-������, 
 
 Iz’ = Ic + m l2 .                       (5) 
 
 
Tai ir yra Šteinerio – Heigenso ( Hiuigenso ) teorema: 
 
���������3��	� ������.	
� �	���
�
� ����	
� �	�
� ����
� �
����-��� ��-�
� .	� ������.	
��	���
���
�
����-�������
����-��-��+�	
�
����	
�.����������+�	
��������	���
������
�������
���
�
����
a


��	�
���������������
	�
�����-��� 
 
 
 
@���
�	�����������
�
��-��������

�����	�������.	
��	���
����������������
����-��� 
Ch. Huygens –�	������&�9���
�����4�����
����
���
���
�����

�	�	��
��-����	�:5)6�-     
-1695 m. 
 
               Pratybos 
 
 

1. ����� �	���� ���� 11� 
���� 
��
�
� �������
�
� ��
��
�� ���� .	� ������.	
��	���
�
� ��
��

	�
�������
	��	
���
���
�
����
�������	���	�	�����	�������.	
��	���
�
��
����
�
�
���������1�? ( 28 pav. ) 

 
 
 
   Sprendimas 
 
 
                                                  ��������������������111 = l. Lanko inercijos momentas 
 
                                                                                 I1 = m r2 . 
 
�������������������������������������������������������/�
�	�������.	
��	���
�
��
����
�
����������11, 
              28 pav. 
 

I2 = m l2 + m r2/2. 
 

I1 = I2��
	�������
2 = m l2 + m r2/2 ⇒ l = r / √ 2 ≈ 0,71 r. 

 

 

 r 

m 

O O1 
l 
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2. 3������
����
���
�������	�
��������	�������.	
�
�������
��.��-��
��������
��
���
�
�
�����
���
��.	
�����1�������
�
��
�
����������11 ? 

 
  
 

                                                     ( Ats.: r2
2 = r1

2 + r2��+����1 ir r2 –��������
��������
�
� 
inercijos spinduliai ) 

 
 
 
 
 
 
 29 pav. 
 

3. 3�������
�� ��
����
� 
��
��
���	�	� 

���	� ������.	
��	���
�
�� .��� 

����
�� 
���
�
�
����� 
���
��.	
� ����� �����
� 
��
�
� ���������� �����+��� ���� 

���	�-���� ��� ��-��-��+���
simetrijos ašiai ? 

 
 
 
1.6 3���
������
�
����+�	����
	.	����	�����-�.���3�	��-	�
�	��������
�.���

����� 
 
 

������������"�-������
�
�
�����
� 
���
�� �������.������ ����u� �������.������ 
�����1� #� ���
�u 
laikui ��-��
����+�������
��%��"�����-���:�)�����-��&	�#:%���
�����	�
���	���������i greitis 
 
 
 

vi = [ ω ri ]. 
 
 
 ��-���"�����
���
���#�:�<�����-��&�
�%����	�����
��� 
 energija 
 
 
 30 pav. T = ∑ mi vi

2/2. 
                                                                                                      i 

 

vi
2 = ( ω ri sinαi )

2 = ω2 Ri
2��"	��� 

 
T = ∑ mi ω2 Ri

2 / 2 = ( ω2 / 2 ) ∑ mi Ri
2. 

 i i 

 

r 
O1 

O 

u 

Ri mi 

ri 

O 

   ω 

A 

�i 
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��-���:�!�����-��&��∑ mi Ri
2 = I ( inercijos momentas ašies u��
����-���%� 

Taigi 
 
  T = I ω2 / 2.                                           (1) 
 
 �
	���� ���� ��
�
����+�	� ���
	.	� ���	� ����
���� ����-�.�� 
���+��	.���� ��������� �����

������	.	� .���.��	� �
��.��� 
��
��� ���
	.� 
������	.	� .���.��	� -���+�	� �� ������� ��
��
�����������	�-���
��ω��	����
	.���
�
���– inercijos �	���
���� 
������������
��������� 3�	��-	� 
�	����� ��
� �	����� 
�

����� #� "�����
� ��
���� :�<�
paragrafas): 
 

T = Tc + M vc
2/2. 

 
8����c�E���
������
�	�-���
�
��	�"c –�����
��������-�.����
������
�	��
����-��� 
��������3��
�.����������������
�
�#:%���-���� 
 

                                             Tc = Ic ω2 / 2,                                                             (2) 
 

kur Ic –� ������.	
��	���
�
� ����
�� �����+�	
� ������
��� ���
���� �
����-����"	����Kionigo 

�	��������
�.�������� galime parašyti taip: 
 

                                           T = Ic ω2 / 2 + m vc
2 / 2.                                             (3)     

 
 

#�3��	���
��������.	�������.����%� 
2	�����
�����
�	�������
���
����
������
������������
��	�����
�

����, 
 
����������3��
	.	� ���	� ����
���� ����-�.�� ���� ��-�� ��
��� ���
�	� ����
����� ����-�.��� ����
�
����
��������-�.����
������
�	��
����-����������������������������� 
 
 
"��
�	�����
�������
��	��������
	.	����	�.���.�����–���������
�
���
�����
������#���
���
���
��
�.����%��3�����
������
��
�nejuda ( vc�(�>�%�����
	.	����	�����
��������-�.� 
 

                                                        T = Ic ω2 / 2.                                                    (4) 
 

3�������
�.����
�������	.��.���.����#ω = 0 ),  
 

                                                      T = m vc
2 / 2.                                                   (5) 

 
           Pratybos 
 
 

1. �����
���� ���4���9��� 4	��9	�
���	.�� ��	��
��	.�� 
���� �������
�
� 

����
� 1���
����
�.��-���
��.������	���
�������������
��
����
��������
��
��rtintas. Skriemuliai 
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�����
���
����
��

���'
����
�1��
���
�����������-���+���ω, kiekvieno skriemulio 
��
�������
�������
����	�

���	���
�� ����
��
�����4���9�	�����
��������-�.��"� 

 
 
 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 
                                  �����������������������������������������
��������
�
���
�������������	���	��	����� 

 ���������-���+�� 
          31 pav. 

ω2 = ω + ω = 2 ω. 
 

III skriemulio kampinis greitis 
 

ω3 = ω - ω = 0. 
 

Kiekvieno skriemulio inercijos momentas 
 

I1 = m r2/2. 
 

Strypo OA inercijos momentas 
 

I2 = M ( 4 r )2 /12 + M ( 2 r )2 = 16 M r2 / 3. 
 

���
��������	�����
��������-�.� 
 

T2 = I1 ω2
2/2 + m ( 2 r ω )2/2 = 3 m r2 ω2. 

 
����
��������	�����
��������-�.� 
 

T3 = m ( 4 r ω )2 / 2 = 8 m r2 ω2. 
 

'
���	�1������
��������-�.� 
 

TOA = I2 ω2 / 2 = 8 M r2 ω2 / 3. 
( TOA ≠ M vc

2 / 2, nes strypas sukasi ). 
����	�������
��������-�.� 
 

T = T2 + T3 + TOA = r2 ω2 ( 33 m + 8 M ) / 3. 
 

I 

II 

III 

m 

m 

m     ω 

M 

O 

A 
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2. ��	��+��
����4���9��
�
�����
�
� ��� 
��.���������+��� 

������������ ����/��������
����

	��
������/����
���
��
���������������-����
��
�
������4	��9	�
����������/�����
(�/��(�������(��/��'
������������/���
�
������1��	�

���	������
���2.  

���������������������������������������������������������������������'
�������������/�
���
�����������-���+���ω.  
 Raskite mecha��9�	�����
��������-�.��"��#��

�, 

                                      T = l2 ω2 ( 2 m1 + 3 m2 ) / 6 ). 
 
 
 
 
 
 
 32 pav. 
 

3. �� ��
�
� ��� 
�������	� �� � 
��������
�� ����	� ������.	
� �	���
�
� 
���
��.	
� ����
�
�
����-��� ���� �c�� ������ ��
��
����
� -���+��� �c. Kam ly-�� 
��������	� ����
����
energija T ? ( Ats.: T = ( m + Ic/r2 ) vc

2/2). 
 
 
 
 

1.7 "�����
���
��������
	.	����	��
��.� 
 
 

�����������"�����
� ��
����� ���
�.��������� ������������ ����� ��
� �	����� 
�

������ "��
��� ����
keli savitumai. 
��������������-���"�����
���
����
������
�:�:����:�)�����-��&�
��������-�������
���	������.�-��
vektorius R (�>�����	� .���
�	������
�K = m vc = const.� #:%�8�����–����	���
���	�vc – 
��
������
�	�-���
�
�����#:%�
������
�
������������vc = const.��	���
������
�	���-���
�
�
����
ac = 0. Kai viena kuri projekcija Rx =0, Kx = m vcx�(��	�

��3������
�
�����
�
���
�������
��.������
���
��.	
������
������
������
�	�-���
�
�vc = 0��������	�.���
�	������
�K = m vc= 
= 0. 
������������"���� ��
� ��-��� "�����
� ��
���� 
������
� :�!� ����-��&��� ���� ��-�������
� ��	������
.�-���	���
�
�M (�>�����	�.���
�	������	��	���
�
�L = const.�3������
�
�����
�
���
��
�����
���
��.	
������������
�
���	�
������
�:�!�����-��&	�#:<%�&	������
��� 
 
 L = I ω = const.         (2) 
 
Kai viena kuri projekcija Mz = 0, pagal 1.3 paragrafo (19) &	����� 
 
 Lz = Iz ω = const.     (3) 
 
0��-�����	� ������.	
��	���
�� 
����	
������
� �9��
����-���
������
������������
�-���
�
�
ω� ������
� ��� �
�����+���� – padidinus Iz�� 
�����
� � ω�� "��� ������� 
�
�����
� ��������
��
Atsiminkite, kad (3)�#���:�!�����-��&�%�galio.����
��	��	
�&	��	
������
����
�
����
���
�
�������
����������� 

  A 

 l 
     m1 

B 
 C 

 D 

 l 
      m1 

  m2 
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��������������-��� "�����
� ��
���� 
������
� :�<� ����-��&	� #:>%� &	������� 
�

��	
� ����
��
�
����-�.	
� � �	��
�
� ���� ��-�
���
�� �������� ��� ��	������ .�-�� ������ 
����,��"�(���v + dAi. 
"�+���� ���
���� ����� ������
� .�-	
� ����	� ���
������� ��
� ����� ���	� ������ 
����
���	�
.���.��	,���v�(�>��"	��� 
 
 dT = dAi.                                  (4) 
 
 
3��
	.	����	�����
���
�����-�.	
�����
��	��
�
����� ��-�
���
�� ��	������ .�-��������
�����
������
����� 
 
Kai išori��
�.�-	
�����	����
������#���i�(�>�%�����
	����	�����
��������-�.��"�(��	�

� 
 
              Pratybos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 33 pav. 
 

1. ;������
�
���
���
����
�
������
��������
��	��	
�����
��
��������������-���+���ω1, 
at
������ �� ��.����
�� ��	��+��� ��������� ������α ( 33 pav. ). Rutulys ir paviršius 

����
� ��� ��
	���+���� 
�����
�� ��
��
��� �	���� ������ β rutulys atšoks nuo 
paviršiaus, koks bus atšokusio rutulio judesio kiekio momentas L’c� ��� ����
����
energija T’. 

 
           Sprendimas 
 
���������������
���	� .���
�	������	��	���
�
������� 
��-�� #���
��� ���
�	����
����-��� %����	�
Lc = Icω1��?�����
������
��-�	��	���
��τ���������
���
�������������������	���
���������

��-�	�.�-��P��������������-�����
����������

�
���-������
�.�-�
������9�������
�������g. 
"	���� 
��-�	���
�� -������ ��
����	
�� 
��� 
��-�	� .�-	
� �	��������3����-�� ���� ����������

����
�� 
���
��-�	� .�-��P ��
�

�
����� �� 
�	
���������
� #�����
� 
���
��
� .�-	
�%� �����
�����
��
���	� ��
��� ���
��� ��� 0	
� �	���
�
� 
���	� �� �
����-���Mc = 0�� 
	���� .���
�	� �����	�
momentas nepakis: 
 

L’c = Lc = Ic ω’1 = Ic ω1. 
 

 

   X 

B 

  vc 
vcx 

  v’c  D 

G 

C 

C 

P v’c 

A 
  vc 

m 

    ω1 

Lc 

� 

� � 

� 
� 

� 
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��
���
��	�
��-�	�
��
�
������
	
���
�����
��
�����
�	���+������������-���+��� 
��������������
	���+����
������
�
��-�	���
����	������ .�-���
���
�
������
���i�(�>�#�
��-�	�
������	.� jis yra neigiamas, o pabaigoje –�
��-����
�%��
	������
���	�����
��������-�.��
����
pat nepasikeis: 
 

T’ = T = Ic ω1
’2/2 + m vc’

2/2 = Ic ω1
2/2 + m vc

2/2. 
 

Kadangi ω’1 = ω1, tai ir v’c = vc��  �
��� ���
�	� -���+�	� ������
� ��	� 
��-�	� ��
��
nepakinta. 
           ��3����-��
��-�	�.�-��P 

�
��������������
�����
���	�.���
�	������	���	.����.����
��
�����������
�, 
 

m v’cx = m vcx;  v’cx = vcx. 
 

"	����
�����������������/�F�������-�
��
��-� 
α = β. 

��
���
��
�	�
���	����������
�
�	���+�����������	����������
	� 
 

2. Vienalyti
���
��
������	���
�������
�������
����
���
�����������1����������-���+���
ωo (34 pav.). Tam tikru laiko momentu disko ašis O atpalaiduojama ir 
�
���
�����
�
����
�#����
�%���� 

��
��
����
�	�
����	
���������������������-���
� 
 ω�
�	.��	��
���
����	. Kam lygus ašies A poveikio diskui  

�
���
����	��	���
�������
	���	.����.��'x ? ( Pravartu pri- 

����
��:�!�����-��&	����
����)�����������
������
���������
��� 

�	����
������������
�����
�
������
�
�
�����
���
��
�%� 
 
 ( Ats.: Sx = m R ωo / 3 ). 
 
 
 
 34 pav. 
 
 !������
�������������	�
�������
������������.	
��	���
�
�
����	
� 

����
�1��
����-�����������

�����������
��������
����	�������	��� 
	�
�������������
�
�����
�#�!<������%��3��	����������	��
���
�
�� 
��������	�	
��3	����-���+����B�.���
�����
��������������	������- 
��
����
������
���-���+����r������
��
����-��?�;����
���
�
�������- 


���
��#�������
������������������-��
��
��"�����
���
�����	�
���
	 
:�!�����-��&	����
����!�����������%� 

 
 
 
 
 
 35 pav. 
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1.8 ��-��������
����	.	�.���.��	������ikos lygtis 

 
 

�����������������-����
���� ������ 
�������
��� ���
	� ���	� �������	
� 
����� ���
���������
"�����
���
�����	�
���
	�:�!�����-��&	�
�	����������
�

��	
� .���
�	������	��	���
	�
��
���, 
 

                                     M = dL/dt ,                                                              (1) 
 

kur L –�
�

��	
�.���
�	������	��	���
�
�����	��	�
�
���	�#���.����+�	�%��
����-����M – 
��-�������
���	������.�-���	���
�
�
	���
��
�
���	��
����-��� 
��������������3��
�.��� ������� ��
�
����+���� ����� 
���
��.	
� ����� pagal šio konspekto 1.3 
����-��&	�#:<%�&	����� 
 

                                    L = I ω,                                                                     (2) 
 
kur I –� ������.	
� �	���
�
� 
	
� ����
� �
����-���� 	� ω - kampinis greitis. Kaip ir 1.3 
����-��&���
��������
���������9�#�!5������%� 
 "����
�1������	��
����-���
���+��	.���� 
 vektorius L ir M��-������
����
�����
����	
� 
 ���.���/�����#)%���-����������������#:%,� 
 dL/dt = d ( I ω)/dt = I dω/dt = I ε, nes inercijos 
 momentas I yra pastovus, o dω/dt – kampinis pagreitis ε. 
                                              Taigi,  
 
 
 I ε = M.   (3) 
 
 36 pav. 
 
 
��� ��	
� ��-���
� ��
�
��� ���� �������
� ��-���
�
� ε �������
�
� ��-�������	� ��	������ .�-��
momento M kryptimi. Panašiai iš lygyb�
�#�����"�����
���
�����	�
���
	�:�)�����-��&��% 
 

                                                   M ac = R                                                          (4) 
 
��
�
��� ���� ��
��� ���
�	� ��-���
�
� ac ��
���� ���� �������
�
� ��-�������	� ��	������ .�-��
vektoriaus R ����
���������������G��
	�	���
��	 
 

                                                    m a = F                                                             (5) 
 

��
�
�� #� 
��� ���������� "���	� �������	
� 
�����.�� %�� ���� 
���	� ��-���
�
� a visada 
�������
�
� �������+��� .�-�� �


	.��	
�	
� F kryptimi. Taigi analogija yra tokia: 

������	.	�.���.��	���-���
��a arba ac��
�
�����
����	.	�.���.��	��������
���-���
�
�ε, o 

Z 

L 

ω 

ε 

 O 
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����	� ���	���
���� ����� 
�

��	
���
�� � 
�����.���� .���.���� �
�
����� ���
	.	� ���	�
iner��.	
� �	���
�
� ��� #<%� ��-����� ����� ���	���� ���� ��-�������� 
���	� �������	.��� #=%� -
��-�������� 
�����
�

��	
�������
	.	����	�
������	.	�.���.��	��������	.���	�#!%���-����
yra ��-�������� ���
	.	� ���	� 
����	.	� .���.��	� �������	.��� "��� ��� G��
	�	� ��
��	�
atitikmuo. 
�����������3	����+��� ���������� 
����������� ����� ���	���� �����

��� ����	.��	
� 
���������	�
�������	� ��-
�
����
�
����+���� ���
�.��������� .�
� -��
���� #!%� ��-���� ��	.��
�	����� ��

����	
������9, 
 
 I εz = Mz                                       (6) 
 
 
Tai at�
�����
���	��������	
���-
� 
 
 m ax = Fx. 
 
���3�����
��	
�
������
����	��������
���	���-���+�	���	.����.� 
 

ax = dvx/dt = d2x/dt2. 
 

Atitinkamai 
 

εz = dωz/dt = d2ϕ/dt2, 
 

kur ϕ -� ���	� ��
�
����	� �����
� #� 
���� ��
� ���	��� ��� 3�����
��	
� %�� "	���� #5%� ��-
��
galima parašyti taip: 
 
 I (d2ϕ/dt2 ) = Mz.                (7) 
 
��� ��	
� ��-
��
�� �����
� ��-�������	� ��	������ .�-�� �	���
	� ��	.����.��  z, galime rasti 
���
	.	����	���
�
����	�������ϕ bet kuriuo laiko momentu: 
 

                                                         ϕ = ϕ(t).                                                        (8) 
 

#7%� ��-
�� 
���� ��
� ������� ���
	.	� ���	� .���.��	� ��-
���� ����� 
����	
�� ��
����� "	��	�
��
��	��
�
��������
���	��������	.��-������
�������9���������-��� 
 

x = xo + vox t + Fx t
2 / 2 m. 

 
����������3����-����
���-����.�������
	����	�
�����
�����������������9��
����������
�-���
�
�
ω ir kampinis pagreitis ε bus nukreipti arba z ašies kryptimi, arba jai priešinga, 
�������
	������	�9�����
�����
��
���
�������	������	���-�������	���	������.�-��vektoriaus 
M�����
��
��3��	�
�����
�
���
������-���
�.��
�
�#�����ω�������
�����
�%���������
�.��
�
�#�
kai ω�������
�����
�%�������
	��-���
�#�����ω�(��	�

��%��?��������-��
��������
�-���
�
�ω 
-���������

������
��–�����
�-���������
��
��
�
��������-�����ptimi. Kai kampinis pagreitis 
ε� ���� ��

	��
�� 
�����
�
� ���� 
	��-���� ���
��
�
� #� 
	��-���� ��
�.��
�
� ����� 
	��-����
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-���
�.��
�
� %�� ���� ε� ������� ��-��
� ���
��� 
�����
�
� ���� ��
	��-���� ���
��
�
�� ��� ����+����
��
���
	�
�����������-����.�����
��.��εz = ± ε, Mz = ±� �����#5%���-������
, 
 

                                                             I ε = M.                                                         (9) 
 

"����
�
��������G��
	�	���
��	�����������������������(�H�����������H��������	���-���+�	����
.�-	
 didumai. 
������������3��� ���
�
�
� ����
� 
���
�� ��� ����� 
���
��.	
� ����� 	� ����� ��
� ������ ��
�� ���� 9� �����
����
�������
��	��	
�&	��	
��
�����������
���:�!�����-��&�������-���	.��#)%���-���,�L = 
= I ω. Judesio kiekio momento L kryptis nesutampa su kampinio g���+�	�ω kryptimi. 
"�+����
����-���	.����-����#�����:�!�����-��&	����
����!����������%, 
 

                                                       Lz = I ωz = I ω.                                                     (10) 
 

 
 "������
�-���	.��#:%���-�����������ios seka: 
 

                                                            dLz/dt = Mz.                                                      (11) 
 

#:>%���-
������	�����#::%, 
 
 

dLz/dt = I dωz/dt = I d2ϕ/dt2; 
 

Mz = I d2ϕ/dt2. 
 

���	��#$%���-
���"��-��(7) arba (6) lygtis tinka bet kokios formos ( taip pat plokštiems ) 
���
��
���
������
����
�
����
���
��������
��	���������'����
�
������
���
��.	
������
�����
ir (9) lygtis. 
              Kai nereikia ieškoti pasisukimo kampo ϕ = ϕ#
%��	������������	
����������-���
�� 
ω = ω#
%��
�����#$%���-
�����
	.���2ϕ/dt2�����	����ωz/dt ir gauname: 
 
 I dωz/dt = Mz.                    (12) 
 
 
Kia Mz�(��	�

���#�
����������
��.���%����#:)%���
���������������ωz: I dωz = Mz dt, dωz = 
= Mz dt/I,  
 t t 

ωz - ωzo = ∫ Mz dt/I = ( Mz/I ) ∫ dt = Mz t / I.  (ωzo –����������������	�-���+�	���	.����.��%� 
0 0 

 

ωz = ωzo + Mz t / I, 
          (13) 
             arba   ωz = ωzo + εz t. 
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Projekcijos indeksus galima ir praleisti. Tuomet galima rašyti: 
 

  
   ω = ωo ± M t / I,                            (14)     
               ω = ωo ±  ε t.  
 
 
 
8����������
��
��-���������
��������� 
 
 
                 Pratybos 
 
 

1. m1� (� :=� �-���
�
� ����
� �������
�
� ���-��� ��
�

��+��� 
������ ����	� ��
�
� -���
�
������	
�
���
��������+�	���
�	��������	�
��������	�#�!$������%� 

 
  '��������	���
���2 = 30 kg, spindulys r = 20 cm. Raskite : 

:%������+�	.	����	���-���
�����)%�
��������	�����������-���
��ε, 
!%�
���	��
�������"��=%���.����+�	
�����
�1�������.	
�.�-��G��'����
 

skriemuliu neslysta, ašies O trinties nepaisykite. 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 
 
                                        �����������#�!7������%������
�.����������
��������� 

�������+��
�.�-�
�����	��������+�	.	����	��
��������	 
��
������
�	�1�.���.��	���-
�
����
��������	�
����	.	� 

37 pav.                             ��������������������������������������������������������������������.���.��	 ��-
�, 
 
 

 
 
 m1 g – T = m1 a, 

                                                             m2 g + T - N = 0, 
 I ε = T r. 
 

Be to, ε = a / r, o skriemulio inercijos momentas 
I = m2 r

2/)�����
��#��������%���-+�������������
�
� 
����	��
�������
, 

 
 
  

     m1 

O r 

m2 

  O 

N 

r 

  m2 - T 

     T 

  m1 g 

m2 g 

38 pav. 
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1) a = m1 g / ( m1 + m2 / 2 ) = 0,483 g = 4,74 m/s2, 
2) ε = a / r = 23,7 rad/s2, 
3) T = m1 m2 g / ( 2 m1 + m2 ) = 71 N, 
4) N = m2 ( 3 m1 + m2 ) g / ( 2 m1 + m2 ) = 365 N. 

 
 
 

2.  N�.����
�
�>�:<���
�������	���
��
��������������
���
 
 ����	�����.����+�	�:�!��/
�-���+���#�!6������%�G�

�
���
����
�	 


����	
����
���ϕ = ϕ#
%��.��-��
���
��
�
����.	��������	��	�&�����
�
 
��-�
�>�=��#��

�,�������
1 ��
��
�
��
�
�-���
�����
��	��	�
	���
toviu  

 ���������-���+����ϕ = 26,2 t2 ( rad ), kai 0 < t I�
1 ir 
 ϕ = ( 8,68 t – 0,72 ) (rad ), kai t ≥ t1 = 0,166 (s) ). 

 
 
 
 
 
 
 
 39 pav. 
 !���'��������
������	�
�������
������
�������������.	
��	���
�
 
 ����
�1��
����-�������
��
�
����������-���+���ωo 40 pav. parodyta  

kryptimi ir pakabintas virvele prie sienos. Trinties koeficientas 
tarp skriemulio ir sienos yra µ��	���������
��
�����
����	�������� 
α. Kiek laiko t skriemulys suksis ?�3	�
�+�������������
��
��.�
�? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

40 pav. 
 
 
 
 
 

B 

A 

C 

  A 

r O 

 m 
ωo 

� 
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1.9 Giroskopas ir jo taikymai 

 
 

 
 ���������	
�	�����������������
����������
�
����
� 

 �����������������-���+��������
��	�
���
��.	
������ 
 "�����������������9�����	���������-���
��ω1 ( 41 pav. ) 
 ���������.	
��	���
��
	
�����
��
����-����z. Tuomet pagal  
 :�!�����-��&	�&	������#:<%���������
�9���.��������	�.���- 

sio kiekio momentas Lo���
�����	�
	.�����.���
��+�	�#���.�- 
 ���+�	�%�
���	�1��
����-�� 
 
 
 
  Lo = Iz ω1 .           (1) 
 
 41 pav. 
 
 
Lo nukreptas z ašies kryptimi. 
 Tegul dabar�9����
��������.����
���	�
���
�� 
 ���������-���+���ω2��������
������ξ ( 42 pav. ). Tuomet 

atstojamasis kampinis greitis  
 
 ω = ω1 + ω2 ,            

o judesio kiekio momento Lo kryptis nesutaps su z ašimi. 
Tegul kampinis greitis ω2 yra daug k��
������
��
 

�����������-���
��ω1 ( ω1 >> ω2 ). Tada galima tarti, kad  
judesio kiekio momentas Lo apytikriai nukreiptas kampinio 

-���+�	�ω1 kryptimi ( 43 pav. ): 
       42 pav. 
 
 

                                                            Lo ≈ Iz ω1.                                                          (2) 
 

(2) prielaida besiremianti teorija vadinama elementaria giroskopo teorija. 
 
 
  
  
 
 
 
  

     O 

ω1 

 L 

 Z 

ξ 

 O 

 Z 

ω2 

ω1 

Lo 

  ω 

    ξ 
Z 

Lo 

u 

ω1 

 ω2 

  A

O 

 
  43 pav. 
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������������
��������� 
�	����� ����� 
�

��	
� #� 
���� ��
� ��� ���
	.	� ���	� %� .���
�	� �����	�
m	���
	���
�������-���
��
�	�����#�����"�����
���
����:�!�����-��&	�#:=%�%, 
 

                                                       M = dLo /dt,                                                  (3) 
 

kur M – ��-�������
���	������.�-���	���
�
�
���	�1��
����-iu. 
 
 

���3�����
��	
����	��������v = dr/dt, kur  
 r –�.����+�	�
���	� �����
�����	���
�
������
�
 

vektorius, o v –�
���	� �-���
�
�#�==������%��"�+��� 
 ==��������������	-����
�=!������"	����-������
��
������ 
  
 
 
 44 pav. u = dLo /dt,              (4) 
 
kur u – vektoriaus Lo�-��	�
���	���-���
�
�#�=!������%��3����-��
����
���
���
�����������ξ 
���������-���+���ω2��
�����-���3�����
��	
��	�
���
	�)�5�����-��&	�#:=%�&	�����, 
 

                                                       u = [ω2 Lo ].                                                     (5) 
 

8���������Lo�������������#)%�-����������� 
 

u = [ω2 Iz ω1 ] 
 

arba 
 

                                                 dLo /dt = [ω2 Iz ω1 ].                                               (6) 
 

Iš (6) ir (3) seka: 
 
   M = Iz [ ω2 ω1 ].    (7) 
 
 
 
Tai ��-��������šios giroskopo teorijos lygtis�#�����������
�����
���
���-��	
�	�	�
�	��.��%��
"�� ��-
�
� ���	�	�� �	�
� 
���� ��
�� -��	
�	��� �������
�
� ��	������ .�-�� �	���
�
�M, kad 
-��	
�	�	� 
���
��.	
� ���
� 9� 
��
�
�� ��������� -���+��� ω2. Atsiminkime, kad Iz yra 
-��	
�	�	�������.	
��	���
�
�
���
��.	
�����
��
����-��� 
�����������3����-�� ��	������ .�-���	���
�
�M �������-��	
�	���� 
�����

�-��	
�	��
�����
� 
��
����-���������
�-��	
�	�	�����
�������������-���+���ω2��.�-	
��	���
� 
 
  (- M ) = Iz [ ω1 ω2 ].     (8) 
 
 

M 

v 
   r 

  O 
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Šis dydis ( - M ) vadinasi giroskopo momentas.�F
��
��������������������-���+����ω1, 
-��	
�	�	� �	���
�
� 
���� ��
� ���� ������
� ��� ��
� -���� 
������
�� 
����	
�� ���� ������+��
�
atramas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 45 pav. 
 
��������������������

��	����� -��	
�	�	��	���
	� �������� ��.	���������	� ����� ��.	� �������	�
�
��.���0��-����
�
����
�������
���
��.	
�����������������-���+���ω1������������.�
�

��-��
��
�������������-���+���ω2���������
��������������
�����������
�
�	������
��������
�����9�
.�-	
��	���
��#�- M ) = Iz [ ω1 ω2 J�#�=<������%��/���
	���������	�
����	
�����
�9�������
�
-�	��� �� �� ������ .�-��NB�� 	� -�	��� �� ������
� ������	���� �� ���+��� .�-��NA ( z ašis bus 
sukama link X ašies arba vektorius ω1 bus sukamas link vektoriaus ω2 ). 
         Atskiras giroskopo atvejis yra vilkelis. 
 
 "�-����������
�
���
�������
��	�
���
��.	
�����9� 

�����������������-���+���ω1�#�=5������%��"��
�����
� 
vadina savuoju sukimusi. Tuomet, kaip ir 43 pav., z  

ašies kryptimi bus nukreiptas ir vilkelio judesio kiekio 
momentas Lo�#���
���+��	
�
���.����+�	�
���	�1��
����- 
-�������������������
������
����-�����
�%��;������	���
��� 
���
�	�������
����
����
�����
	���������������a. Jeigu 
���������������
���
����	�.�-���g����-������������.	
�.�-�� 

N��
������������������+���.�-���	���
�
�
���	�1��
����-�� 
 
 

 46 pav. 
 

                                                        M = [ a mg ]                                                    (9) 
 

��
� 

�
����
� �� ��ktorius a ir g�� 
�� ���� ��
� �������
�
� 4	��9	�
������ ��� 

�
������ ��
��	��
����� ����	.��-���� 9� ���ξ ašys. Pagal lygybes (3) ir (4) M = u�� 
	�������
	����
�Lo 
-��	�
����
���.���
�4	��9	�
���������
������
���
����#�.	����
��
�
�����11�%�-���+���u, iš ξ 
ašies g��	�������
������������	���	��	�������"�	���+����������
�#�.	�
���
��.	
����
�9�%�
��
�
�
����� ���
������� ���� ξ�� "	� 
����	
�� �������� -���
��� ���������� ����� =)� ��� =!� ������

 X 

 A

B   NA 

 NB 

- M 

ω2 
  ω1   Z 

m g 

 ω1 
C 

Z 
 ξ u 

 O1 
Lo 

O 

a  N 

ω2 

 A

ϑ 
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����������� ω2�� "	�
� �������	� 
�����
�
� #� ����� ���� ξ ) vadinamas precesija , o ω2 – 
pre��
�.	
����������-���+��� Kampas ϑ ( 46 pav. ) vadinamas nutacijos kampu.  
����������������
���������
�.	
���������-���
��ω2��'����	�.�-	
��	���
	�������
� �(�� 
= a mg sinϑ��	����#$%���-���
� �(��z ω2ω1 sinϑ. Taigi Iz ω2ω1 sinϑ = a mg sinϑ ir 
 
  ω2 = a mg / Iz ω1.         (10) 
 
 
 
2	�����
�
���-��������
���
��
���, 
 

 
�����
�.	
��������
�-���
�
��
�����+������	�	����-�
�
��	.	�
����	
������������-���+���� 
 
 
'��	.	� 
����	
�� ���������� -���+���� ω1� ����.��
� #� �����

��� 
���� ����� ���� 
���
��
� %��
precesijos kampinis greitis ω2 ����.�� 
�������������/��� 
	������2������������� 
����
���	
�� ����-��� 
��	�
����	
������
�9� #�=$������ %��
���-���
��������'����
�'1��	�����	�2���
�
����	
�����
�9�#�G'�%�
������
�
���
�������
�.	
�
���������-���+���ω2����������ξ��

�
����������
ikos plokštumai OS1.  
 
 
  
 
 
 
 
 

 
 

47 pav. 
 
 
"�
�-���
�
���������
��;��������
�����������ξ�2���
�
����	
�����
�G'���
�
�������
�������
����)5>>>���
���"��-��2���� 
 
 

ω2  / ω1 = ( 26000 ⋅ 365 )-1, 
 

kur ω1 = 2π / T = 2π / ( 24 ⋅ 60 ⋅ 60 )  ( rad / s ). 
 
���������������0��-��-��	
�	��
�
���
���������
������
��� ��� .���������
���
	
�.�-	
������	
����	�
parodytos 46 pav., tai atstumas a = 0 ir iš (10) matyti, kad ω2  = 0. Tokio giroskopo 
savojo sukimosi ašis z ir judesio kiekio momentas Lo� �����+��� ����
��
� �����.��� "	����
-��	
�	��� -������ �����	�

��	
�� 2���
� 
�����
�� ����� � 
��	� ����� 2��	��� 
���� ��
�
-��	
�	������� �	���
���� ����
��
��� �����	
��� � ��

�
�
�� 4	��9	�
	� ����.��� �	��	�����	
��

�1

�2

S 

� 
z 

O 
S1 
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��
�
����
�� �� 
�������� ���	
�	��� 
�������
� �����
�� ������-��� -������������ ��	.��
���� 
	
�

�����
�
�����
��	
������	.��
������+��� 
����������� �
� ������
� ��-����M = u���������
	����u������	���-���+����"�+���� ��
�-���
�
�

������
�������
�.�����-���r/dt, nes u = dLo/dt, o ne dr/�
��/�����
�������
�.��
����"�����
�
��
���� �	�
���
�� ��-����
�
� .���
�	� �����	� ��
��	� -���
�
� �K/dt = R�� ;���	� 
�� -���+���
dimensija yra m/s, kito –�.�-���
��+�	�–�.�-	
��	���
�
�� 
 
 
            Pratybos 
 
 

1. ����
���-�	� ����	� 
�����	
� �����	� ��
�� �� (� :>>>� �-�� ������.	
� �	���
�
�

���
��.	
� ����
� �
����-�u Iz = 637 kg ⋅ m2 ir savojio sukimosi greitis n = 3000 
��
�
��������������� 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 48 pav. 
 
Laivas bangose svyruoja vertikalioje plokštumoje taip, kad kampas ϕ tarp turbinos 
simetrijos ašies z ir horizonto linijos kinta harmoniškai ��-�����
�� 
 

ϕ = ϕo cos( 2π t / T ) 
 

periodu T = 15 s su amplitude ϕo = 100�� ?���	� 
�����	
� �����	� ���
� �
���
��
�� ������
-�	����
���������
�����������


���
����(�:����#�=7������%� 
�����������3	���� �������
��� ������	��� .�-�� Gmax ir kuria kryptimi besisukan+�	
� 
�����	
�
�����	� ���
� ����
� -�	���
� �� ��� �� ���� ���-����	�� ����-���
� 
�� ��
�
����+�	
� 
�����	
�
poveikiu ? 
 

Sprendimas 
 

Giroskopo momentas ( - M ) = Iz [ ω1 ω2 ] bus nukreiptas X ašies kryptimi arba jai 
�������-�� �������
	���� ��	� ����	� 
����	
�� #� ���� ���-����	� %� ����
��
� ����� 4	��9	�
�����
����B�#�=6������%��"	�
����	
���������
�-���
�
�ω2 ir giroskopo momentas   ( - M %����+���
����
�� ����	��� "�� 3����-�� 
��	.	� 
����	
�� �������
� -���
�
�ω1 statmenas su kampiniu 
-���+���ω2��������-����	��
�� 
 

Z 

B A m 
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- M max = Mmax = Iz ω1 ( ω2 )max. 
 

( ω2 )max = ( dϕ / dt )max = { - 2π ϕo sin(2π t / T ) / T }max = 2π ϕo / T. 
 

"	���� 
 

Mmax = 2π ϕo Iz ω1 / T. 
 

��	���
���������������+�	
�.�-	
�NA ir NB�
����	�.�-�����.�
���GA = NB = N. Šio dvejeto 
�������
��
��	���
�
�#�����'
�
��	
��	�
���
��% 
 

Mmax = Nmax ⋅ AB. 
 

"	��������	���.�-��Gmax = 2π ϕo Iz ω1 / ( T ⋅����%������	���
���
���
����
�
,�ω1 =  
 
= 2π n / 60 = 100 π ( rad / s ). ϕo = 100 = 2π ⋅ 10 / 360 = π / 18 ( rad ). 
 

Nmax = 637 ⋅ 2π3 ⋅ 100 / ( 1 ⋅ 18 ⋅ 15 ) ≈ 14600 ( N ). 
 

Tai d��-���� ��� 
�����	
� �����	� 
�	��� �-� (� 67:>� #� G� %�� 0�-�� Gmax veiks guolius 
4	��9	�
����������������������������������
���������
������	���"� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 49 pav. 
 
 
 

2. ��
������ ����

�� 1� �
���
��
�
� -��	
�	��
� 
���
�� ����� 
���
��.	
� ���� 9� 
�vuoju 
���������-���+���ω1���-��� �����	���	� �	������� ������
� ��� 
	
�����
�-��	�� ��� 
�	���
�
��
��.������

	���������
�.	
����������-���+���ω2����������ξ ( 50 pav. ). 

 
 
 
 
 
 
 

horizont. 

- M 

NB 

B 
ω1 

Z 

   X 

A 

NA 

  ω2 

    Y 

Z  
50 pav.   m 

  C 
ω1  l 

ω2 

ξ 

O 
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Nutacijos kampas ϑ = 900�� -��	
�	�	���
����� ������.	
��	���
�
� 9� ����
� �
����-��� �z, 
�


���
���	�����

	
�1�����-��	
�	�	���
������
�	����������:%���
��
�������
�������������
-���+����������ω1 ir ω2. 2) Kokia vektoriaus ω2 kryptis ? 
( Ats.: ω1ω2 = mg l / Iz ) 
 
�����������!��/����+�	���
�
��
��
�
���������
���	.�����������-���+���ω1 tokia kryptimi, kokia 
���	��
��<:������G	���
���
��
����
	�������������������ξ�������������.	�������	����
���

��
-�	���
� �� ��� �� .�-	��
� NA ir NB�� -����+�	��
� �	�������
� ��	��
��	.�� �������.��
���	��
	��
�����
���
��3	��������
�������������ξ buvo�
���������������?�G�������
��
	�

����	��������	�-���+�	����
	����ω2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 51 pav. 
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1. :>������	-�.��
����
������	.	����
����	.	�.���.��	��4����
���

��� 
 
 

������������������ ��
	� ���4����	
� ���
	�� ��� ���� ��	�� �	����
�� -������ 
�����
�� 
	����

������	.	����
����	.	�.���.��	�����	-�.�����
�����0����
�������������	�������
���
����
���&	�����������kur tai yra gauta. 
 

'�������
�
�.���.���
 '�����
�
�.���.���
 
x –��		�����
� 

v – greitis 
a – pagreitis 

m –���
� 
F –�.�-� 

k, K – judesio kiekis ( impulsas ) 
k = m v, K = M vc 

F = dk/dt 
m a = F, m a = F 

T = m v2/2 –�����
��������-�.� 
v = vo ± a t ( kai a = const. ) 

x = xo + vo t  ± a t2/2 ( kai a = const. ) 
 
 
 

ϕ –��	
���	������
 
ω - kampinis greitis 
ε - kampinis pagreitis 
I – inercijos momentas 
M –�.�-	
��	���
�
 

l, L – judesio kiekio momentas 
l = [ r k ], L = I ω 

M = dL/dt 
I ε = M, I ε = M 

T = I ω2/2 – kine
��������-�.� 
ω = ωo ± ε t ( kai ε = const. ) 

ϕ = ϕo ±ωo t  ± ε t2/2 ( kai ε = const. ) 
 
 
 
 

 
@�� ����	-�.�� -���� ����
�� -������ 
����

�� ���4����	
� ��
���
�� ������

�� 
���������
�
���������
� 
 
 

1. ::��������
����
	.	����	��������	
�����9����� 
 
 

              
:��3��
�
�
�����
�
���
�����
������ 

0	���
�� ����
������
�	�-���
�
���	
�	.� 
momentu vc, o judesio kiekio momentas 

��.����+�	�
���	�1��
����-�������Lo ( 52 pav. ). 
Kam lygus judesio kiekio momentas Lo1  bet kurio 

��
	���.����+�	�
���	�11��
����-�u ? 
 
 
 
 Sprendimas 
 52 pav. 
 

 O1 

r’c 

 
O 

rc 
C 

ω 

   vc 
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Pasinaudokime 1.3 paragrafo (16) formule: 
 

Lo = [ rc, K ] + Lc, 
 

kur K = M vc ( judesio kiekis ), o Lc –���������	��	���
�
���
��

�������������
����������
Analogiškai: 
 

Lo1 = [ r’c, K ] + Lc. 
 

Iš 52 pav. matome, kad 
 

r’c = O1O + rc. 
 

����� 
 

Lo1 = [ O1O, K ] + [ rc, K ] + Lc = [ O1O, K ] + Lo. 
 

��
���K ���
��	����
��

� 
 

                                           Lo1 = Lo + [ O1O, M vc ].                                       (1) 
 

�
��

���������
�������
���vc = 0 ), Lo1 = Lo – tada judesio kiekio momentas nuo taško O 
�
������������	�
���� 
 
 ��������������
�

��������
����� 

�����
����� ������������
����
� 
�������
��!�

�����
�
����	
�� 


����"���#���
����
�����	

����� 
����$���ω ( 53 pav. ). Rato inercijos 

�
���
��
�������
���������%A. Ras- 
kite tos sistemos judesio kiekio mo - 


�����Lo��
�	����
��������� 
 
 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 53 pav. 
 
 
%�������
�����
������� ��
��� 
 

 
 

 
   l 

 
  O 

ω m 

vc  C 

B 

A 
M 

vA 
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1) &�
�
�����'�(��
�
��
)����
�� ��'����
������ 
 

Lo = Io ω, 
 

	��� �
�
�� *(� �
��� �
������� ��	�
���� 	������ 	

������ ��������ω yr
� ��
�
��
��  ��������
���	���

�������	�����
�����	
�����������%o –������
�������������
�
���
����
�����
��������+ 
 

Io = Im + IM, 
 

kur Im ir IM –������������
�������������
�
���
��
�������
��������� 
           Remdamiesi 1.4 paragrafo (3) lygtimi ir 1.5 paragrafo Šteinerio – Heigenso 
teorema (5), rašome: 
 

Im = m l2/12 + m ( l/2 )2 = m l2/3, IM = IA + M l2. 
 

������ 
 

Io = ( M + m/3 ) l2 + IA 
 

ir ieškomas  
 

Lo = ( ( M + m/3 ) l2 + IA ) ω. 
 

2) &�
��
���'�(��
�
��
)���',-�)��
���+ 
 

Lo = Ic ω + [ rc M vc ]. 
 

Pagal ši��)��
�����
��

��
��	��
�������������
�����������	��	���
�
������Lom ir LoM. 
 

Lom = m l2 ω/12 + [ OC, m vc ]. 
 

.�	��������
��
��
��/�OC m vc�0���	�����
����	
��������– vektoriaus ω�	�����
�������� 
 

[ OC m vc ] = OC ⋅ m vc ⋅ ω/ω = ( l/2 ) m ( l/2 ) ω ( ω/ω ) = m l2 ω/4; 
 

Lom = ( m l2/12 + m l2/4 ) ω = m l2 ω/3; 
 

Analogiškai 
 

LoM = IAω + [ OA, M vA ] = IAω + OA ⋅ M vA ⋅ ω/ω = IAω + l ⋅ M l ω ω/ω = 
 

= ( IA + M l2 ) ω. Ieškomas 
 

Lo = Lom + LoM = ( ( M + m/3 ) l2 + IA ) ω. 
 

1
��
������
�����#���
��� 
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3. Praeitam�� ���
������� �
���������� �����
���� �� *(� �
��� -� ��� ��
����� �����
�� ���
�����
�����
�
�������������
�	��2����������
�������	
���
����
�����	

����������$���ωo 
= 30 rad/s. Rato inercijos momentas IA = 0,5 kg m2��

���!�3�*�	����������

���
�3�
2,04 kg, ilgis l= 0,6 m. 

���������4�
��
� �� �	����� 	
�����2� -� �
��� ��	�

���� 
���� 
����� ����
 ��

�����	��� 	

������
����$���ω��
�
����
����������������������
����������
 ��
����	����
����
�����? 
�� &
��� ����
 ��
�� 
�
����� �������� ������ 
����	
� �
� ��� ������ 	��������� ��������s 
����
�������������
����
�������
��
�
�����
����������������	�
�"���#���
��
������������
��
������ �������� 	��	��� ����
��� ������� �
��� �
�� ���
����
�� 1
����
� �������� 	��	���
�
�����
����
��� �������� 5������� 	��	��� 
�
���
��� �
��� ��	�
���� ������� 
��������� ����
 �������
���
��
����
���

�����
������������+��ω = IAωo / ( IA + ( M + m  / 3 ) l2 ) = 5,89 rad/s ). 
 

4. 6
���
���
�����
����������
��

�������2�"���#���
�
����������

���������
������
�
viduryje atkarpos AB ( 54 pav. ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 54 pav. 
 
7�����������������
�
���
	���


����
�	����8������
��

���2�����
������


�����	�	��
�	����
"� ��� �
����� �� 
��

�� 2� �
	���� 	
������� ������� �
�
��� ���� ������� ������ ���� 
����

�� �
���

��

��� ����������
�������
��

��2���
���škas ? 
 
Sprendimas 
 
������������9
��
�	�
���������	

�������������������
���
���� ��
��

��2��
����ω� ���	

�����
����������������
�����ω:�����	
����������	�������
����
��
�	�
��;��� ����	����
���ω ir ω’ 
��	�������������;�
����4������

����
��
�	�
��
�������

�������������������������
���
����
������������
�����vc ir v’c.  

  l      l 

  X 

    b b 

       m   B  A 

h 

NA 

NB 

 C 

v’c 

 
H 

vc 

   a 
 
�: 
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�����������<��� �
�����
�� 
�
����� �	�� �
����� ��� ��� �
����� �
����
� 
��"
������ ����������
����
��� �������� 4
����� 
���� �
���� 
��"
������ ���������� �����
� �� ����
���� ����������
ryškiai kinta judesio 	��	��� �� 	���
�

���� ������� ������� -�� ���� �
��
� 
��

����� ��
	������
������NA� ������	���������
�g����	�
��
���	
������������
�
�������
��

���2���
	������
���
� NB�� �
���� �
����� 
�
����� ����� NA ir mg� �
��

� ���
������� �
�
���� ������ NB 

�
���
�� �
�	��2� 
��������� �������������� �
�� �
��

���	
�� �
�����
���� ������� ��������
	��	���
�
���
���
�	��2�
�����������	���
+ 
 

LB = LB’. 
 

&�
�

����������
��������
�
�����
���)��
���
�����
��
�+ 
 

LB = Ic ω + [ BC, m vc ]. 
 

9����	����

����x �
��+ 
 

LBx = - Ic ω + BC ⋅ m vc, 
 

Ic = m ( 2l )2/12 = m l2/3, BC = b, vc = ω� ������� 
 

                                                 LBx = m ( - l2/3 + b2 ) ω.                                           (a) 
 

Analogiškai: 
 

LB’ = Ic ω’ + [ BC m vc’ ]; 
 

                                        LBx’ = - Ic ω’ – BC ⋅ m vc’;                      vc’ = ω’ b; 
 

                                                LBx’ = - m ( l2/3 + b2 ) ω’ .                                            (b)  
 

LBx = LBx:������������
-����� -����� ����
��

�+ 
 

                                             ω’ = ω ( l2 – 3 b2 ) / ( l2 + 3 b2 ).                                        (c) 
 

9
�
��
������
��"
��������������������
��������+ 
 

IA ω2/2 = mg a, 
 

IB ω’2 /2 = mg u, 
 

kur a –� ��
������ 

���� ������� 
�	������ �� –� �
������ 

���� ��ntro aukštis ( pav. 
���
��
��
�-���
�
��������������
�
���
��
�������
�	��-������2�
�����������������%A = IB ), 
�
������
�	������������������ �����	
��	
� 
 

( ω’ / ω )2
 = u / a. 
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%�� ��������

������	
�����/ a = h /�8������� 
 

                                                    ( ω’ / ω )2
 = h / H.                                               (d) 

 
%����-������-����� ����
��

���	
�����	�

��� 
 

h = H ( ( l2 – 3 b2 ) / ( l2 + 3 b2 ) )2. 
    
( b2 < l2 / 3 arba b < l / √ 3  ≈ 0,58 l ). 
 
&�
�
�����'����
��������auta (1) formule 
 

Lo1 = Lo + [ O1O, M vc ], 
 

��������	��	���
�
������ �����
��

��	
�$������	��
����9
��#������ 
 

LB = LA + [ BA, m vc ] = Ic ω + [ AC, m vc ] + [ BA, m vc ] = Ic ω + [ ( AC + 
 

          + BA ), m vc ] = Ic ω + [ BC, m vc ]. 
 
1
��
������
��� kaip ir prieš tai. 
 
 
 5. Horizontalus vamzdelis CD, kurio  
 

���
1, o ilgis L, laisvai sukasi apie  
   �����	
����
����2�	

����������$���ωo 

( 55 pav. ). Tuo metu vamzdelyje atstu- 

���=�3���������	�
����
�������
�

�
� 

�

����������ukas. Koks bus vamzdelio 
kampinis greitis ω tuo metu, kai paleistas 
�������	
������	������

#������? Ašies AB 


�������
���	����
� 
�����
�	�	��������
� 
���
��	��	���
�����
�����
�������������
�� 

�������	�����	���'�(��
�
��
)��- 
 
 
 
 55 pav. 
 
 
             ������>�� ���
��� ����
����� "���#���
��� ���	�� �
���
��� &� ���������� ��
�)��

� ��	
���
 �� ��������� 
���� �����	
���� ��
�������� 
��� 	

������ ����$���ωo. Tuo metu ant platformos 
������ ?� �������� ������� �
����+� � ��� 
��� ��
�)��
��� 	�
����� �� 	���� ��� ������ ��
�)��
���
spindulio atstumu nuo ašies. Koks bus platformos kampinis greitis ω, jeigu ant jos krašto 
���������� �
����� ��
���� ������� 
��	����
�� ��
�)��
��� ��	�
���� 	�����
�� �
���	�����

 C 

A 

B 

E 

 m 

  m1 

D 
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��������������$��������	�������
�������
�����–��
��
$�
�	�����
���
���	�������������������$���
2u, kur u = 
= 9 R ωo / 8 ( 56 pav. ). 
 
 
���	�������
��
���

���?�	
����� 


�����������
�)��
���

����@
���� 


�����
�	�	�����
�	���
��� 
 
 
 56 pav. 
 
 
 

A��%��
�������
���������

������������
�� 
�������

��������
���
���������
�$�����
����- 
����
��� �����	
������	���
������������������
��- 
�
������
���	������
�������
	
 ���������	������� 


����	��
����*A��
���-��2����������
���������� 
���	�
�$���������� ���	���������
������	
��������- 

davinio sprendimui. Paprastai Atvudo mašina 
�
����


�	�����
����$��������
����� 

7���
�	
 
�$�����	����

����
1 ir m2, skriemu- 
����

���
3, inercijos momentas sukimosi ašies O 


���������%�����������������������
1 > m2������
� 
�����
���������
�����	���
������������
���
�
 

	
 
�$�����	��������$�������
����$�������

�� 
�����+��1 = v2 = v, a1 = a2�3�
��4��������
��
��� 

 �
��
���
���1 ir T2���
 
����
��	��

���
- 
 ��
��%%�<�����������������	���
������– pagrin- 
 �������	

����������
�����

�	�����������
- 
 dangi skriemulio kampinis pagreitis ε = a / r,  

���	���
�������	�
�$��������
�
�����
������� 

�������������

��!�3����1 – T2�-�����
��
���- 

tos lygtys atrodo taip: 
  
 
 
 m1 g – T1 = m1 a, 
 T2 – m2 g = m2 a, 
 I a / r = ( T1 – T2 ) r. 
 57 pav. 
 
 
%���������$��������
����
��

�+ 
 

O 
    u 

  2u 

2u 

I 

 O 

  m3 g 

N 

 A B 
  r 

- T2   - T1 

T1 

 T2 

m1 g 

a1 

       v1 
m2 g 

a2 

v2 
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a = g ( m1 – m2 ) / ( m1 + m2 + I / r2 ), 
 

T1 = m1 g ( 2m2 + I / r2 ) / ( m1 + m2 + I / r2 ), 
 

T2 = m2 g ( 2m1 + I / r2 ) / (m1 + m2 + I / r2 ). 
 

����������
	���������
+ 
 

N = T1 + T2 + m3 g = g ( m3 + ( 4 m1 m2 + ( m1 + m2 ) I / r2 ) / (m1 + m2 + I / r2 ) ). 
 

�
�� �
��������
���������

������ ������
�� �"
�
	����#���
����� �����
��� 9
��
��
� �
���� ���
�	���
�����	

������
�������ε. 
������������9
������� 
� �
��

� �
���� ��� ��
�
����� �����

� 
���� �����
��� 	��������� ����������
	���
��� 9
�
�� '�A� �
�
��
)�� �?-� )��
���� dT = dAi, kur dT –� 

�
�� 	��������� ����������
pokytis, o dAi –������������������
���
�����
� 
���!����
�����+ 
 

dAi = ( m1 – m2 ) g ds = ( m1 – m2 ) g v dt, 
 

T = m1 v
2 / 2 + m2 v

2/ 2 + I ω2 / 2,          ω = v /��������� 
 

T = v2 (m1 + m2 + I / r2 ) / 2. 
 

Pas	���������� ����)����������

���
�
��	���

�������1
��

�+ 
 

dT = 2 v dv (m1 + m2 + I / r2 ) / 2 = v dv (m1 + m2 + I / r2 ). 
 

9
�
��
�����������
��
����	�������������������	���
������
�+ 
 

 
v dv (m1 + m2 + I / r2 ) = ( m1 – m2 ) g v dt. 

 
%��$�
����	�

� 

a = dv / dt = g ( m1 – m2 ) / ( m1 + m2 + I / r2 ).  
 

,��
�

������������������	���
������	�������������� 
 
�
���
��
�������
���������%�����	�
��	

����������$�� 

      ωo�����
���
��
����������
�����
���������	
������������*,��
���-�� 
Skriemulio trinties su grindimis koeficientas µ1, o su 

siena µ2. Koks skriemulio kampinis pagreitis ε ir kiek 
laiko t skriemulys suksis ?��

������
�������ε raskite 2  

 ��
��+�'-���
�
������
�����������	

����������
�����
- 
mikos lygtimi ir 2) remiantis teorema apie�	�������������- 

������	���
��� 
 
 58 pav.  ( Ats.: t = ωo ( 1 + µ1µ2 ) I / (µ1 mg r ( 1 + µ2 ) )  

µ1 

µ2 

I m 

O r 

�0 
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 B����������������&����

����
�����
��$���������������
����� 

��������
��

����
o����
���&
�	������������	

�������
����$��� 
ε����	�
���
� ������	
 
�$����������
�����������;���������
�������� 

ilgis yra l. Trinties ritinio guoliuose ir lyno storio nepaisykite.  
( Ats.: ε = 2 mog x / ( R l ( m + 2mo ) ) ) 

 
 
 
 
 
 
 59 pav. 
 
 
���������'C�� ���� ����������� ���	���
���� 	������ �����	��� 	

�
��α�� �
���
�� 
�

���� ��� ��
�����������	���
������	���������������
�
���
����
��������
�����
�����������
�%���>C��
���-��
&
�	�����	���
�����

������������
�������ac����	

������
�������ε, kai: a) skriemulys ritasi 
neslysdamas, b) ritasi slysdamas, c) slysta be trinties. Nustatyti skriemulio slydimo arba 
�������
��������� 
 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 
 

2����������
��
������	���
��� 
���	�
�$���������+����	���
�g, nuo- 

��������������	���
�����
	���
��������- 
 60 pav. mosi taške A ) N����������������
�f. Parašome 
 


�����������������
����������������	�
������D����E�
���������	

����������
�������+ 
 

 
mac = mg sinα - f, 
0 = - mg cosα + N, 

I ε = f r. 
 
 
 

a) ε = ac /����������)�3�%�
c / r2, mac = mg sinα -  I ac / r2 ir ieškomas  
 

ac = mg sinα / ( m + I / r2 )  

 R 

m 

  x 

f 
 m g 

 C 

m 
ac 

vc 

ω 
 X 

Y 

B 

A 

N 

m0 

� 

� 
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bei 

ε = mg sinα /( r ( m + I / r2 ) ). 
 

7
���
�
��	�
��	

�����������+ 
 

ω = ε t = mg t sinα / r ( m + I / r2 ).  (ωo = 0 ) 
 

b) F����
������������������
�������	�


��������������	��)�������+�)�3�µ N = µ mg cosα. 
 
Kampinis pagreitis 
 

ε = f r / I = µ mg r cosα / I, 
 

kampinis greitis 
 

ω = µ mg r t cosα / I. 
 

!
������������
��������
c = g sinα - f /m,  
 

ac = g (sinα - µ cosα ) 
 

���

������������������ 
 

vc = ac t = g (sinα - µ cosα ) t. 
 

��������F��������������
������
�����������
��
� 
������
����������&�
�
�����=�������formule 
�������

��	���	�����	�����	���
����������
�����������������
����	���

��
�	����������� 
 

vA = vc + [ ω CA ]; 
 

Vektorius vc nukreiptas X ašies kryptimi, vektorius ω� ��
�
��
��  �������� ���	���

�� ���
��	�����
�� �� �	
��������� �
�� ��	������� �
��
��
� /�ω CA 0� ��	�����
� ������ D� 
���� ������
�
�	������������� �������	����

����D�
�����
��

�+ 
 

vA = vc - ω CA= vc - ω r. 
 

��
���$�
��c ir ω reikšmes turime: 
 

vA = g t (sinα - µ cosα - µ m r2 cosα / I ). 
 

�
�� ��
� �
��� �
�� �
�	������������ �������������� ���	���
��� 
��������� 
� 
� �����
���� �
�	��
slydimo greitis. Skriemulys neslysta, kai vA = 0. Tada 
 

sinα - µ cosα ( 1 + m r2 / I ) = 0 
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ir 
 

µ = tgα / ( 1 + m r2 / I ) 
 

arba 
 
 

µ = I tgα / ( I + m r2 ). 
 
 
 
Kai trinties koeficientas µ�  ���

���������� ����	���� ��������� ���� ����������� �	���
�����
slys, o kai µ bus didesnis – neslys. 
 

c) 9
	
�	
����������
���
��
��
�����	


�����	�
�����
�����µ = 0, gausime: 
 

ε = 0, ω = 0, ac = g sinα, vc = g t sinα. 
 

4	���
������
�
����
�����	

�����������
�� 
            Dar rasime skriemulio� 	

����� �
������� ε, kai skriemulys ritasi neslysdamas, 
��
�

����� �����

� 
���� 	��������� ���������� 	���
��� 5�����N ir f� �
� �� ��
����	
�� ������
�����������������
���
�����
� 
�� 
 

dA = mg vc sinα dt = mg ω r sinα dt. 
 

9
�
���������������
��	���
�

�	�������'�>��
�
��
)
��-�	���������������
 
 

T = m vc
2 / 2 + I ω2 / 2 = m ω2 r2 / 2 + I ω2 / 2 = ( I + m r2 ) ω2 / 2, 

 
dT = ( I + m r2 ) ω dω, dT = dA, 

 
( I + m r2 ) ω dω = mg ω r sinα dt, 

 
ε = dω / dt = mg r sinα / ( I + m r2 ) = mg sinα /( r ( I / r2 + m ) ). 

 
 
 ''���!��"
����������

��
�����
�>'��
���4	���
�����–  
 ����
�������

����
2 = 2 kg vamzdis, pripildytas neklam- 
 �
���

�����
2��	��$����.

#������
����
��$�
���������� 
 ����
���
����
�������
���������������	���
������������
������ 
 O nejuda. m1 = 1 kg, r = 20 cm. Pradiniu laiko momentu  

�����

�����������9�
����������o momento laikui t1 = 1,5 s,  
�	��������
��
����
��������	� ������

#������������
��� 

<� ���	����	
 
�$���	��������$��������	�
���
� ������� 
  61 pav. �
�	������
)�	���	��
�
��to t2�3�?����&
�	�������������
��
����   m1 

r 

O 

2m2 
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�����
$����
�	��
����� 
            
( Laiko momentu t1� ������� �
	���
� ���������� 
�
���
��� ����$��� ��� ������ ���
��
��
��
)�	�������
����	���-� 
 
'���!��"
����������

��
�����
�>���
�� 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 62 pav. 
 
 
Skriemulys A – plonas lankas su lengvais stipinais, skriemulys B – vienalytis diskas. 
4	���
�����

�������������
�������
����
��	

����
������$�
�������+�
A = mB = 30,6 kg,  
rA = rB = 0,2 m, ωoA = ωoB = 110 rad / s. Sukimosi kryptys parodytos pav. Svirtis OC 
�����
�� ���� ������ �� 3� '� 
�� �� �
��� �
�	�� �� ���	�
� ���
� G� 3� (C� <�� �����

��  � 3� C�?� 
��
���������	��)������
���
����	���
�����µ = 0,4. Ašys O, OA ir OB nejuda. 
�������������	
�$���	���� ��� �� ���	���� 
 ����� �	���
����� �������� 	��	��� 
�
����� 6A ir LB 

�����A ir OB� 
������������	�
���
� ������ �
�	��� �
����
�� ������G, kuria ašis OB veikia 
�	���
���� 2�� ����
�� 1� ���	�
���
� �� ���� �
�	��� �
�� 	��
�� ��	
��� ������ �
�	�������
����	���� �������� 	��	��� 
�
����� 6� �
�	�	���� �����

��� �� 	
�� ��	
��� �
�
�� �
�	�������
����	���– neigiamu. 
 
Sprendimas 
 
�

�� �
$�

�� >�� �
��� �
��
�	�
�� ���	�
�$�
�� ���
�+� 
Ag ir mBg – lanko ir disko 
sunkiai, N –������������	�
��
�	���NB –��
�	
�����	�
����	����
����fA –�������������
��	���
�
���	
�����	�
��
�	���( - fA ) –�������������
��	���
��
�	
�����	�
����	����
�
��
��
���
����+ 
 

N = F l / b, NB = mAg + N = mAg + F l / b, fA = µ (mAg + F l / b ). 
 

%����
�����
 ������	���
�������	�

������
 ��

���5������������
�
���
�+�%A = mA rA
2, 

IB = mB rB
2 / 2. Lanko ir d��	��	

����
���
����$�
�+�εA = fA rA / IA = µ (mAg +  

F 

 C 
A  OA 

rA   mA 

  b 

l 

O 

  N - fA 
fA  mAg 

µ 

NB 
   mB g 

rB 
 mB   B 

 OB 
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+ F l / b ) / mA rA, εB = fA rB / IB = 2 εA. �

����
������$�
�+ 
 

ωA = ωoA - εA t, 
 

ωB = ωoB – 2 εA t. 
 
 
 
 
Kadangi ωB 

���
� ��
�$�
��� ����� ωA�� �
�� ���

�� ��
 ����� ���	
�� 2�� �
�� ���	�� �
�	��
momentu t1��	�����
��
������������+�ωB = ωoB – 2 εA t1 = 0, t1 = ωoB / 2 εA. Lankas A tuo 

�
������
����	����	

����������$����ωA)t1 = ωoA - εA t1 = ωoA - εA ωoB / 2 εA = ωoA / 2. 
6
�	
�� ��� ���	
�� ����
�� ����
�� 	���� ������7��	
�� ��������� ������ �� - fA ) veikiamas pra����
��	���� ��������
� 	�����
�� �� �
�
�� �
�	������� ����	��� -� ������
�� �������


��� �� �
�	
�� – 
�������
�	�����������	���� ������
�������


����
�����	

����������$�������

��������������
��������� ������ fA ir ( - fA� -� ����	��� �
�� ���	�� �
�	��
�
����� �2�� 	���� �
��
�� ��� �������+�
(ωB)t2 = - (ωA)t2 arba ωoB – 2 εA t2 = - ( ωoA - εA t2� -�� %�� $�
� �2 = 2 ωoA / 3 εA. Nuo to 

�
������
�	
��������	
����	����������
�������
�����
���	

����
�������$�
������������
���
kryptimis: (ωA)t2 = ωoA - εA t2 = ωoA – 2 εA ωoA / 3 εA = ωoA / 3, (ωB)t2  = - ωoA / 3. 
          Ieškomi judesio kiekio momentai: 
LA = IA ωA, LB = IB ωB��5������

�����	���
�������	�����+ 
 

 
LA = IA ωA = mA rA

2 (ωoA - εA t ), 
 ( 0 ≤ t ≤ t2 ) 

LB = IB ωB = mB rB
2 (ωoB – 2 εA t ) / 2. 

 
 
 
 

 
LA = mA rA

2 (ωA)t2 = mA rA
2 ωoA / 3 ≈ 44,9 kg m2 / s, 

 ( t2 ≤ t ) 
LB = mB rB

2 (ωB)t2  / 2 = - mB rB
2 ωoA / 6 ≈ - 22,4 kg m2 / s. 

 
 

 
 
9�
��������������	��	���
�
�����������+ 
 
LoA = mA rA

2 ωoA ≈134,6 kg m2 / s, 
 
LoB = mB rB

2 ωoB / 2 ≈ 67,3  kg m2 / s. 
 
2������
��	
�$�
���+��1 ≈ 2,25 s, t2 ≈ 3,0 s.  
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 63 pav. 

7��	��2�

������������B pusiau- 
 ������������
+ 
 
 
 

                                                                                     NB + mB g + ( - fA ) + G = 0. 
 
 
 %��$�
�������>?��
���-+ 
 
 
                                                                            Gx = - fA = - µ ( mA g + F l / b ), 
 

                                                                        Gy = NB + mB g = mA g + F l / b + mB g. 
 
 
 64 pav. 

                                

���	
�$�
����1x = - 150 N, Gy = 675 N, G = √ Gx
2 + Gy

2  = 691 N ( 0 ≤ t ≤ t2 ). 
 
tgβ =  Gx / Gy ����3�'�0 30’. 
 
Kai t > t2, Gx = 0, G = Gy = 675 N, β = 0. 
Grafikas 65 pav.: 
 
 
 
 
 

X 

Y 

- fA 

 - G 

  G 

  mB g 

     NB 

OB 

G, N 

t, s 

L, kg m2 / s 

LA 

LB 

� 

� 

67,3 

134,6 

50 

100

0 
1 2 3 

t1 t2 

-22,4 

t, s 
O 

691 
675 

β 
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 65 pav. 
 
 
 
 
 
 
 

66 pav. 
 
 

  13.������� ��
���������������	�������
�����$�����3���
�/���������
$���
�
�����������������
��������


�� 

���� 
1 = 20 kg spindulio r1 = 10 cm vienalytis ritinys, besisukantis 
��
������ ����$���ω10 = 100 rad /� �� ���

����
2 = 10 kg spindulio r2 = 20 cm cilindras, 
 �����	
����� ��
������ ����$���ω20 = 50 rad /� ��� 9�
������ ��	�
���� 	������� �
�������� >>�
�
���� ������	���
�����������������������	��)������
��µ = 0,2. 
�����������	�
��
�����

����
�F����	�
����	�����������	
�����������
 ���	���
������������������
nepasikei���� ?� <� ���	���� ���� ������ �����	������ Gx ���	�
���
� ��� ���� �
�	�� ��
)�	���
(Ats.: Ieškomas grafikas 67 pav.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 67 pav. 
 
 

14. &���������� ��
����
�� ��
��2���
���$�

����	���� 
����
����#������
�
������	
��
išjungiamas� �������� ��	
����� �
��	����� ��

�� 2� �����
�� �� ������
��� 	

������
greitis lygus ω�� 7��� ��������� ������
��� ���������� ��������� ���	
� ��
�� ��� ���
�
�	��
������������

���	������
����	
�������
��	��
����>,��
���-� 

 
 
 
 
 

68 pav. 

X 

v 

r2 

m2 
2 

1 
 r1 

 
     
    m1 

Fx, N 

   t, s 

Z 

    B A 

 O 

20 

-20

0 

-19,6 

t1 t2 
2 4 6 

t1=2,0 s; t2=6,1 s. 

19,6 
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&
�	���� ��������� 
�
����� !�� 	������ ��������� ���	�
� ��
��� &�
�� ��
 �
�$��� �����
���
���	��������
�	�	�����	
��������
��������
������������
�
���
��
������#�
���������������
I1 ir I2.  
( Ats.: M = I1 I2 ω / t ( I1 + I2 ) ) 
 
 '*��!
����
��������������������2 

horizontalioje p
��������
�	�����
��2����� 
������	������	��������
���

��	���>B��
���-� 

�
������	��	��
��	�������
��	���
������
�����	�
 
������	����������������	
�� ������	����
�����
��? 

 
 
 
 69 pav. 
 

'>���2
��������������	������
������	���	��
����������
�������
���2������virtintas prie 
sukimosi ašies O ( 70 pav. ). 

 
 �����

��������	�
����
��������	��������	����

���� 

�����������
����4�����	��������������2����	������-�

���!��� 
����������������������������
����
��
�������
����������i. 

Balistine svyruokle ga��

���

������	��	����������� 
������

����
�3�*C���	��	
����	����"���#���
��
�����
������ 
 
��������������	�������
��
������������
������	��	

���α =  
= 480��&
�	����	��	���������������������3�A*��
��!�3�'*�	�� 

                                                   ri = 79 cm. 
��&�
	�������������	��	��������������������
��������
���� 

�����	�
���������������	����
��

��
�
��	���������+���≈ 630 m/s ) 
 
 
 
 
  
        70 pav. 
 
 17.  Nejudantis skriemulys B 

( 71 pav. ) diskine sankaba C 
 sujungiamas su variklio roto- 

���
����� �����	
�$���	

��- 
��������$���ω0. 1) Koks bus ben- 
dras rotoriaus ir skriemulio kam- 

pinis greitis ω�������
�������������- 
gimo ? 2) Po kiek laiko t rotorius A 
����	���
�����2���
������	��������- 

 
 71 pav.  

     l 

 
 C 

 
  B     m 

  A 

k 

  A 

 C 

  l 

 O 

m, v 

B 

A 

  C 

B 
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riaus prad����� 	

������ ����$��� ω0�� ���� �������� ��	
� �
������� ����� 
�
���
�� !� H�
Rotoriaus A inercijos momentas IA, skriemulio B – IB. 
( Ats.: 2) t = IB ω0 / M ) 
 

18. .������� 

���� ���� �
$���� 
����
���� �
������ ��� �������	
�� ��� �

� ���  �������
paleisti nuslysta nuo tos pa$���� �������������� ���	���
���� 9

��	��	���� � 	�����
�������������� ���	���
��� 
�
$����� ��� 	��������� ���������� �� ��� ����������
&
�	���� ��� ��������� �
���	��� 9
�����	���� ��� �������
�� �
�	���� <�������������
plokštumos polinkio  kampas α = 600, o trinties koeficie��
�� �
�����������������
���	���
������
 �����	����µ = √ 3 / 6 ≈ 0, 289. 
������+�&������	
��������������


���%��	�

��	�������������������
���	��� 
T2 / T1 = 11 / 10, kur T2 – rutuliuko, o T1 –��
������	���������������
��<������
��
laikai vienodi ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 72 pav. 
 

19. !
���� 
1 = 8 kg ir spindulio r = 5 cm vienalytis ritinys ritasi neslysdamas 
��������
� ���	���

� ��� ��
� ������
�� ������� ������ ��� �
� �
$�
� ���	���

�
���
���
�$���

����
2 = 4 kg tašeliu, kaip parodyta 72 pav. Tašelio trinties su 
plokštuma koeficientas µ = 0,2, o plokštumos polinkio kampas α = 300. Raskite 
�����
����
���������%%��
���
���������
��
�
�2��
������'B>,�
��-��������+�
�≈ 3,26 
m / s2 . Duomuo r = 5 cm nereikalingas ) 

 
20. Trys materialieji taškai P1, P2 ir P3, negulintys vien���� �������� ��� ���������

����

m1, m2 ir m3�������	
��
���	��
����
����������	���
���
����
�������
���� 
��	�
�������
��������
���	�����
����

���
����
�	����91P2 = a12, P2P3 = a23 ir P1P3 =a13 ) ir 
����
�	�������
�����	�
����
����
���σ�����
�$����������

��������������
�
�
�������	

����
P1P2P3 plokštumai, kampinis greitis ω�� 	
�� �����

� ��	����� 	
��� 	���
���� 	�

�� H� ��DD�
�
���
���������
��
�
�.
��������'B,B
��- 
 
            Sprendimas 
 
������������4����

�� ��	
����� 	
��� 	���
�

� 	������ �������� ������ �
� �� ��atlieka. Kadangi 
�����������������
���
�������
���	��������������
���3�%�ω2 / 2 = const. Inercijos momentas I 
�
����
���
���������������� 
 

r 

 
m1 

m2 

α 
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                                                          ω = const.                                                    (1) 
 

 
 
 �������
$�����
������
���	��

���� 

���������A(��
���-������
���	
��

���������� 
                                   radiusas vektorius 

 
 
                                                                      rc = ( m1r1 + m2r2 + m3r3 )/( m1 + m2 + m3 )= 
 
                                                                      = 0������� 
 
 

                                                                m1r1 + m2r2 + m3r3 = 0.                          (2) 
 
 
 73 pav. 
 
         Kadangi visi materialieji taškai juda apskritimais ir ω�3����������
����
��#��������
�	��
P1����	�
�$��������
�����

������
��������������
+ 
 

                                                     F21 + F31 = Fc.                                                   (3) 
 

4
��������� 
 

                                         F21 = G m1 m2 ( r2 – r1 ) / a12
3,                                      (4) 

 
                                         F31 = G m1 m3 ( r3 – r1 ) / a13

3,                                      (5) 
 

                                                      Fc = - m1 ω2 r1.                                                  (6) 
 

�?-���*-�����>-����� �����
������(-����������
����
�
���
���������	���������
��

�+ 
 

G m1 m2 r2 / a12
3 + G m1 m3 r3 / a13

3 + m1 r1 (ω2 – G m2 / a12
3 – G m3 / a13

3 ) = 0. 
 

%����-����� ����
��
���
����+ 
 

m2 r2 =  - m1 r1 – m3 r3. 
 

9
�
�����	���
	����
���������������
����
�
���
���������	���������
��

�+ 
 

m1 r1 (ω2 – G m2 / a12
3 – G m3 / a13

3 – G m1 / a12
3 ) + r3 ( 1 / a13

3 – 1 / a12
3 ) G m1 m3 = 

= 0.                                                                                                                                 (7) 
 

P2 
m2 

   P3  
m3 

  P1 
        m1  F21 

F31 
 Fc 

r1 

r3 

r2 C 
 
 σ 

 
  a12 

   a23 

 a13 
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Vektoriai r1 ir r3��������������������������������A-����� �����	�����	
���������������
���$���
��	��������

���������������
�
�����
�����
��

��������������	����
�������������������
���A-�
���� ����	��)������
��������
��������	����������� ����������������+ 
 

m1 (ω2 – G m2 / a12
3 – G m3 / a13

3 – G m1 / a12
3 ) = 0, 

 
( 1 / a13

3 – 1 / a12
3 ) G m1 m3 = 0. 
 

%���������� ����oliau seka, kad 
 

a13 = a12 = a  
 

ir 
 

ω2 = G ( m1 + m2 + m3 ) / a3. 
 

9
��
���������
���

����
����!�3�
1 + m2 + m3, gauname: 
                                                                       

                                                           ω = √ G M / a3 .                                                     (8) 
 

Galima dar parodyti ( tai parodykite patys ), kad  
 

a23 = a12 = a. 
 

Taigi galutinai: 
 

                                                        a12 = a13 = a23 = a.                                                     (9) 
 

Trikampis P1P2P3 turi  ���� ����
	�
�������A?��
���-�����
��� ���	�	��
��

��
��
1, m2 ir 
m3 ).  
 I��
������
��
	�

����
��B-�����,-����� ��� 

������������������������������������������������������������5�����
��

��
�������	��
��� ��
��� 
 
 
 
 
 
 
 74 pav. 
 
 
 
 
 
 

75 pav.    

C   a 
a 

a   m3 

    m2 

m1 

v 	
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II. Hidrodinamika 

 
 

2.1 Hidrodinamika. Tolydumo lygtis. 
 
 

��������������	���������
��"
��	���	������
�����
����
�������
��������	����������
��	����
	���� 
��������� 
� 
� 	����� 	���� ��	�
���� 
����	� �

� ��	��� 
��� 
� 
� �
�	��� �
$�
�� ��
� ���
kitoks ju����

���	
������
�����	����
��	������
�������
�
�������������
�	������5�����	��
��
��
���������������
 
����������� �
������
���
�ištisine aplinka.�5����
��#�����
��� �����	�������
�
�
��
�� ��� ������� �	������ 
� 
� ������� 5����� �
��� 
����
���� ������� 
� 
� ����
vimai. 
!��"
��	����
���������
�����	��$������������
���


�hidrodinamika. 
�������������7
��
��� �
������
��� �	��$��� �������� ��� �
��
�� �
�	���� ���������� ��� �
����� 	
��
������
�� ����	���

�� ���
��� 	���� ����	����� 
���������� ��
����
��
� ��������� ������ �� ���
�
vid��������������
� 
�	�

��
��-� 
���������������	��
 �����$�
��������������
 �����$�
����	�

�����	��������
��
���


��idealiu 
�	��$�����
�����
��
�����
����
�����	��$���
������� 
��������������5����� �	��$��� ������
���
�������
��	�	���������	������
$��� �����
���
����������
�
��	��	�������	��$����
�	���
����
��
�� �����������$�����	�����
���.��
���	���������
����
����$��� ��	������ �
�	��� 1���$��� ��	������ �
�	�� ������� �����
��� 	����� ���$�

������ ��
�
�	��$����
����������$�����	����
����
���
���
����
���


����������inijas���A*��
���-��4������
���������
��
��
�� ����

����
����	
�������	����	��$�����	���
������������������������������
�
�
�	���������	����	������ ��	
� ��$�
��–� �������� ���������� 5������	��$�����������	��	����

��
�
�	�� �
�	�� 
��������� �
�����	
� �
�������� �
�� ��	�� �	��$��� ��	���

�� �
���


��
��������������� �� ��
����
���� -� ��	���
��� ��	��� 
������ ������� �������� �
��� �
�� ���	
�
���
	�������� ��� ���

�
� ��� 
��	���� �	��$��� �
������ ��
��	������
���� 4	��$��� �
����� 	�����
�� ��
� ������� ������� ������������ ��
� �
���


� ro���� �

#������� .����� �
������� ��
�$����
	�	�

��������

#���������������������
�	�����
���������

#�����������������������
��������
�
����
��������������	�����
���������
	����
��

#������������ 
 
 

9
�
�����	�
����������

#���� 
 ( 76 pav. ). Pasirinkime bet kuriuos du 
 ��
�
��������

#�������-��	���������� 
    ∆S1 ir ∆S2��9����	���������∆S1 per laiko 
  ����������
��	����	��$���	��	���∆S1⋅v1,  
 kur v1���
��	��$�����	���
�������������� 
 ���������	�����
��	����������∆S1��9������- 

���∆S2������
�	��������� ��
��	������� 
  �	��$���	��	��� ���∆S2⋅v2, kur v2��	��$�� 

���������	����������∆S2 vietoje. Jeigu skys- 
�������
������
�������
�	�������������� ��� 

 76 pav. 
 

  v1 

  v2 

   ∆S1 

∆S2 

 
www.olimpas.lt 

63

	�����	����������������
��	�����
���
����	��$���	��	��������� 
 

                                                     ∆S1⋅v1 = ∆S2⋅v2 = const.,                                        (1) 
 

��� ���� ���
�
��� �	��$��� 
������ �	��$��� ��	���
�� ����$��� ��� ������� �

#������ �	����������
�
��
��
�����

��

#���������
��
��������������F������������
���


�������������dumo 
lygtimi. 
�������������4������ �

#������ �
�� ��� 
����	���
�� ���	
� ��� �	��$����� ��	
�$�

� ��
����
�

#�������9�
������������������	���
���������� ���

���������������
������������������ 
 

2.2 2����������������6�	�������
����	���

�������
� 
 
 

              Pan
�����	�
���

#������	����� ��	���
��	�����
����
����
� �AA��
��-�9
��	�


��
�� ��
������������������
���� �	��������
���
�����$�
����	����� ������� ���� ����
��
���������
�������
��
��������

#�������������	��������	�
��������
�$��������
����	�
����
��
���
����
������	�����
������� �	����
�� ��
��������

#���������������.��	�
�$���� ������	������� ���
��� �������$���
��	�$��� 	�����
��� ��� ����  ��� ��	�����
� ��� ��
������� �

#������ �
����� �� ��
�������� �
����
��
���������
�������������1������ ��������������������
����������2. 
 
 9��
����
���	
������������
���

� 

������G�����	�
�$������
�
��
�����

� 
 ��	���������∆4���������������
���	�+ 
 
 
                                                                                                    p = F / ∆S.                 (1) 
 
 !����������	��	�
�����
�
����	��$�� 
 ��������

#��������
������
�$����
�� 

�	����������'��������AA��
���-�����
�
- 
 �����	�
�������
�����	���������������- 

��������	��������

����
�	���
����∆t: 
 
 
                                                                                                 ∆T = ∆A1 + ∆A2.           (2) 
 

 
 77 pav. 
 
J�
� ∆A1 –� ���	��� ������ 
���	�
�� �
� 
��� ∆A2 –� ������� ����� F1 ir F2 atliktas darbas. 
%��	����������	��$����
������	����������'�����
�������
�	���
�����
������	����������1 ∆t iki 
�
�������':�����	������������
������	����������2 ∆���	���
��������:���
$�
���
����	����������
':� ��� �� ��  ��������� �
� �

#������ �
��� �
 ��	������
� -� ���	
��� �
���� ��� ���� �
����� �������
��
���
��	������9�����
����
���	��������	��$���

���∆
����
�����
����	����������':����'������'�

     h1 

  h2 

v1 

    ∆m 
p1 

F1 

∆S1 1 

v2 

p2     
  ∆m 

  ∆S2 

2 

 F2 

1′ 

2′ 
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�	��������� �����	���� �� ������ �
��� �	���������� �� ��� �:�� �� �
 ��	������
� �
���� ���
��������
�����+ 
 

                                                 ∆A1 = ∆m g h1 - ∆m g h2.                                     (3) 
 

Darbas 
 

∆A2 = F1 v1 ∆t – F2 v2 ∆t = p1 ∆S1 v1 ∆t – p2 ∆S2 v2 ∆t. 
 

Kadangi ∆S1 v1 ∆t = ∆S2 v2 ∆t = ∆m / ρ, kur ρ -��	��$����
�	�����
� 
 

                           ∆A2 = p1 ∆m / ρ - p2 ∆m / ρ = ( p1 – p2 ) ∆m / ρ.                        (4) 
 

Sav����������	���������������������	���� 
 

                                           ∆T = ∆m v2
2 / 2 - ∆m v1

2 / 2.                                       (5) 
 

6��� ����*-���(������?-���
�������-������
�+ 
 

∆m v2
2 / 2 - ∆m v1

2 / 2 = ∆m g h1 - ∆m g h2 + ( p1 – p2 ) ∆m / ρ. 
 

4���
���������������
����
��

�+ 
 

                             ρ v1
2 / 2 + ρ g h1 + p1 = ρ v2

2 / 2 + ρ g h2 + p2.                          (6) 
 

�
�
���������
��'������ �����
�����	��������	
���
���
����
���>-��������
��
���
����
�
����+ 
 

 
 ρ v2 / 2 + ρ g h + p = const.    (7) 
 
 
K������L�$�
�����	�
�����
$������	�
�������
�������

����>-�
� 
��A-����������
��
���


����
išvedusio garsaus fiziko ir matematiko D. Bernulio lygtimi�� �
�� �
���������
hidrodinamikos lygtis. Danilas Bernulis ( Bernoulli ) dirbo Bazelyje ( Šveicarijoje ) ir S. 
Peterburge, gyveno 1700 – 1782 m.  
��������������.���� ����� �A-� �������� �
��
�� ����� ������� ��
��������<
����ρ v2 / 2 yra vadinamas 
���

������������ narys p yra ��
������������� 
 
 
 
 
 
 
 
 

78 pav. 

  a    b  c 

 
www.olimpas.lt 

65

Horizontaliam vamzdeliui h1 = h2, ir (6) lygtis atrodys taip: 
 

                               ρ v1
2 / 2 + p1 = ρ v2

2 / 2 + p2 = const.                                 (8) 
 

ρ v2 / 2 + p yra pilnutinis��������  
��������������9
�
�� ������� ������
�� ������ ��
�������� �

#������ �
����� �	��$��� �������� ��
�


�������� ����� ��
���������� �
�� ��
������ ������� ��
�������� �
����� ��
� ���������� �����
��
��������� ��� ����	���� �
��
�� �
��
����������� �
��
$���� �����
�� �

#������ �����

���
�������� �

#������ 
��  �� �� �� A,� �
��� -�� 4	��$��� ������ 
�	����� ������ �

#���������
�������
�������������� 
����������������� �	��$��������� ���
$���������

��
���
��������

#������	�����
����
��
�
������
�
�
�������	�
����������������AB��
����K9�����

#�����L�-���
��

���

��������������������v. 
 
 4	��$�����������v��������
���

#�������
�� 

 �����������������9
���
�������,-������
� 
 galime rašyti: 
 
 
 
 p1 = ρ v2 / 2 + p. 
 
 
 79 pav. 
 
!���
���������

#�������
�������������1��@��
�������
��
������������������ 
����������������9
���
����

�� 2�������� �����
��� �����	�
�� ��	����� ��
���� 	���

������ ������
)��
�����	
����
����
���	
� ���	���������
�
����	��$��������� 
                Kai �	������ 
���	
� 
��
������� 	����� 
�����

���� ���
� F, kuria skystis veikia 
	����� �����

�
� ��� ������� 	�����
��� F���� 
������ ��� �
��

� ���	
������ �� ���� ���

���
�+�
����	����� �
����������
�� ����� Fpas.�� ��	������� � �����
�� �������� ��� 	���

���� ����� Fst, 
��	������ statmenai srovei ( 80 pav. ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 80 pav. 
 
9
��
�	�
���	��$��������������������
�����o������������������vo��������	

����������������
sparno ir po sparnu – p1, v1 ir p2, v2��9
�
���,-��������
��
���
����+ 
 

 
                         ρ vo

2 / 2 + po = ρ v1
2 / 2 + p1 = ρ v2

2 / 2 + p2.                         (9) 

p 

v p1 

p0, v0 

p2, v2 

p1, v1 
Fst 

Fpas. 

F 

	 

	 

	 

	 

	 

	 



 
www.olimpas.lt 

66

 
.������
��������������������������������������
�������1 > v2�-����������������2 > p1. 
                Iš (9) lygties: 
 

p2 – p1 = ρ v1
2 / 2 - ρ v2

2 / 2 = ( v1
2 – v2

2 ) ρ / 2 . 
 

Keli

�������
 
 

                             
                              Fst = ( p2 – p1 ) ∆S = ( v1

2 – v2
2 ) ρ ∆S / 2.                         (10) 

 
J�
�∆4���
���
���������	��������"���#���
�������	���
������
�� 
 
 
 
                 Pratybos 
 
 

1. 9
���	����������,'��
���-��
�����
���
��	��������
������	��	���

�
��
����"�

��
8���#���
����	���

���	�����������

#�������	
��
����� 

<���
��	���� ��
��	��������
������ 	��	��M��
�
�� �
������ 
�	�$��� �	����
��∆h dviejuose 

���
����������� �

#���������� ������ �

#����� �	���
��� ����� 
 ����� �

#������ ��
�
����

�� 
 
 
 

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 81 pav. 
 
 

2. %���� ��� �	��$��� ��
� �	������� 	������ ����
�� 4�� .����� 
������ �	������ ���
���
�
���	������ ���

����


�������� ���
�G1� �� ���	������� 	
�� �	��$���
�	����� �������
�"��
�����
���������
��������
�������
���������	��������
�
����
����

����


���
	������
���
� G2�� 	
�� �	��$��� ��	���

�� ��
� ��
����
���� ��� ��� 
�	����� ����� ��	�� �
���� 	
���
pirmu atveju. 

���������G1 ir F2 lygios ? ( 82 pav. ) 
 
 

S1 

S2 

∆h 
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 82 pav. 
 
 

3. <���
��	���� ,(� �
��� �
������� �
��� 

	��

���� �
���� ��� �
������
����� ��	�
����
	

����� �������� ������ ����

�� 	
�� �
������ ����
�	��� 
�	����� "� 3� *� 
�� �������
�	��������������
��4�3�C�C>�
2���
�������������&�3�'�*�
��.
�������������
�����
��

���
��
����
���
�������������
�����	����
���
��� 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 83 pav. 
 
 
 

2.3 ��

�
����	��$������������4��	����
����������
��������� 
 
 

�����������������&�
�����	��$���������

���	���
����������
�
����	��$���������
���5���������

�
����	����������	
���	��������	�����
���������
����
��
���������������� 
�����������������1���$�
�� ���
����� ����	����� ���	�
� ��$�
�� ���
���� ����	���� �������
�$�
� ���
�� %��

����	�$�
�+� ��$�
�� ���
����� ����	����� ��
 ��� ����$�
�� ���
���� ����	����� ���� ������
vadinamos �������� ��������� ����
��� ��� ��
� ��	�������� ����	����� �
������� ���$�

��
��
.������� ��������� ���
�Gtr� ��
� ������������������
��
������

������	������
�����
����������
∆4� ��� ���	�
���� ���� �	��$��� ��	���
�� ����$��� �� 	���
��� ���
��� ���� ����	����� �����
sluoksnio. 
                  Tegul du sluoksniai (84 pav. ), nutol�� ����
�� ���� 	���� 
����
�� ∆z, teka 
���$�
��� �1 ir v2�� 9
��
�	�
�� ��� �	����
�� ∆v = v1 – v2. Atstumas ∆z yra matujamas 
	�����
��� ��
�
��
�����	����� ������
������$�����7�����∆v / ∆#��	����� ������	
�����
�$�
��

h   h 

S 
S F1   F2 

R 

  h ∆Z ∆S 

0 

X 

Z 

Y 

V2 

V1 

Ftr 
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kinta greitis, einant nuo sluoksnio prie sluoksnio�� �
���


�� ����$��� ��
��������.�������
������������
���
�������������������
�����$�����
����������
�����
��

��
����+ 
 

                                                       Ftr = η∆S (∆v / ∆z ).                                        (1)  
 

Dydis η vadinamas �������� ��������� 	��)������� arba klampumo koeficientu, kuris 
���	�
���� ���� �	��$��� �����
������ ���� ��������� 	�

��
�� 	��)������
��� ���� ���������
������������������������
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�������������������4	��$���	�
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�� �
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�������7����
��� ��
���
���
���
	�

��

��

���
��E�
�������
$����9���
���
�����
����	
���	���
��"�����

��
���– 271oC 
��
���
�������������
� ����
������K������
	�
�L� �������	����������	�

��

����
�������
nuliui. 
��������������������!�����
������


���	��$�����	�jimas vadinamas laminariniu ( sluoksniniu ), 
���� �	��$��� ����	���
�� �
���
� ����	
� ����
�� 	���� 
���������� 7����
��� �	��$��� ��	���
��
����$����� ��	���

�� ������
�  ���� �

��
������ ��� �

�
�  ���
�	���� �����
��
� ����$���
dedamosios statmenos vamzdelio ašiai. Kiek����

���	��$����
�	������$�����	��������
�
�
�"
����	
����	�����
������
����������������	�
������	�����������
���


��turbulentiniu. 
9�����
��������

��
�������������� �������������������

#��������
� 
�	
�
���������
�
��
�
�����
��
����������

��� 
 
 
 
 
 
 

 
 
 85 pav. 
 
��

��

��	��$����
���	
���	��������	
��	��$�
��
����� ��������

�
���	�������4	��$���
������� 
�����	��
���� ���� 
���	

�� 	���� �
�����
���� �����	
���� �� 
��	����� ��	������ �,*�
�
��-������
������	���������
�
������������	��
�� 
    ��������������2���������������	�

���
���	��$�

���������
��	
� 
���������	
�������������������
����� �
���� 
��"
������ ���������� �����
� ����

�� �
$�
�� ��	��
�� �	��$�

��� 	�����
	�

��

��

�
���2����������������
�
����
���
���	��


�� 
                   Judan�� 	����� ��	
�
��

�� �� ���
��

�� -� �	�������� �
����������
�� ����� ���
��
9
����������

�� 
����
��
� ��	� ���
��� 	����� 	�

������ 
����	����� ��� �
����������
��
�����
���� � ��
�������
���
�� ����$�
��

��� ��� 	���� )��

�
��
	���	
�� ��
����
��
� ��	������
pasipriešinimo ����� �������
� �	��$��� 	�

��

��� 9
�
�� 4��	��� ����
������� ������
�
����������
�� ���
� ��
� ����������
� 	���� ����$��� ���

�

� �
��������� 	�

��
��
	��)��������� ��� 	���� 

�
���
��� 9
����������
�� ���
� 	�

��

�� �	������� ���
�$�

�
����������
�
��4��	��������������škiama taip: 
 
 Ftr = 6 π η r v,                          (2) 
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kur η -��	��$���	�

��
��	��)������
�����– rutulio spindulys ir v – jo greitis. 
�������������4��	��� ������� 
� 
� )��
���� ���	
� ��� ��	� �	������� 	����
����
�� ������

���  ��� ���
�
�
��	
��

��� �������	
��	����
����������
����	�������#���	
���
��	��� ��	�� �
����
��	����
�
����� �
�� 	���� ����$�
��

���� ��	���
�� �������
���� ��� �
����������
�� ������ ��
� �����������
7����
��� ����$����� ��
���
� �����
����� ��	���
��� ��� �
����������
�� ���
�� 	
��� 
�����
���
��
�
�� �
�����
�� 4�
�
��� �
������ �

��
��� 
���
� ������ ��� ��	������� �
 
�� ��
� �� ���
����
���
����	���)��
����
��
	���-��	
����	���
�� ����	��������
������4�	���

�������
�
����	
��
����$�
�����
 
�����������
����������
�����
���
�����������
�����$���	�
��
��������e tai jau 
	
� ���
�� �
�	�� ���

�	��� �	�������� �
�� 	���� ����$�
�� ��
� 
���
�� �
���� ����$�����
�
����������
�����
�����������
�����$���	� ������	
������$�
��������������
�������������������
����������
�����$���	�
��
���� 
 
 
              Pratybos 
 
 

1. Raskite spindulio r ir tankio ρ� ��������� 	����
�$��� η klampumo ir tankio ρ’ 
�	������������������������������� 

 
 
 
 Sprendimas 
 
 
 ���������������������������������������������<����������������$���+ 
  
  
 m g = FA + Ftr. 
 

J�
����"�
�������
�GA = 4 π r3 ρ’g / 3, 
4��	����
����������
�����
�Ftr = 6 π η������	����

�� 
m = 4 π r3 ρ / 3. 

 86 pav. ��
����
�����	�
��������
������������
��

�+ 
 
 
 

v = 2 g r2 ( ρ - ρ’ ) / 9 η. 
 

!
��
��� 	
�� ������������� �

��
����

�� �	������� 	����
�$��� �������� �������� ���������
��
rutulio spindulio kvadratui. 
  
 
 
 
 
 

    ρ 

  FA 

     Ftr 

  m g 

ρ’ 
   v 
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III. Svyravimai 
 
 

3.1 6
�����"
�
�����
��

����
�
����
�	������
��

���7
������������
���
9
��#���
�� 

 
 

�����������������=�
��� �

����
�� ��)��

����
��� �
���	��
�$��
�� 8�	�� ������� 
����
��
�
�

���
�� ���
����	�����
� ������
���������
����� ������������
���)��

���
�������� ��� �����
�
����

��	
� �����9
�
�����	�
���
��	�
��	����������
�����	�
�����	�
�����
��� 
 
 ������	��
������
������������
������ 
 �������������	�����	���������
��������� 
 �
��������
��
�	������,A��
��
�-��%����	�
� 
a) 	�����������
���������
����������������
�- 
  karpa +x ( 87 pav.b ). Tuomet dešinioji spy- 

���	��� �������
���
��	
�������– ištempta ir  
 	�������	�����
�F����	�����
�������
������� 
b) �
������������������
�������	����x. Veikiant  
 šiai ���
���	��
���������
�$�������$����
�� 

�������������
���������
������9���
�������� 
 �
���������,A��
�����-��

���
�����
��
��- 
 �
������������������
$�
��	��
���������������v 
c) ���������������������
���������
������������� 
 ��	
��������
���	
�������������	���������
��� 
 ����������������
�������	�����
�����	����

- 
 ���
�����
�F����	�����
���������������
�- 
d) ��������
�������,A��
����-��F�����
���
 ��� 

	�����	���������������9�����	��
����
������- 
�����
��
�������
����������
���������� ��� 
�
��


��	����������
��

��
��������
�- 

��������
������9
�
�����	�
���
��	�
�����- 
�
��
����������� 

 
 
                                 87 pav. 
 
�������������������
������ 

����
�
��� �
�	�� ������

��� ���	�
��� ��� �

���
�� ���
��� �
���


��
laisvuoju taško svyravimu. 
���������������9
�
��%%�<��������������
��
���
����+ 
 

                                                     m ax = Fx.                                                (1) 
 

Kadangi ax = dvx / dt, vx = dx / dt, t. y., ax = d2x / dt2, o Fx = - kx, tai turime: 
 

F 

x 

v 

    A 

O 

   O 

- x 

  F 
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                                                 m d2x / dt2 = - kx.                                          (2) 
 

9
�
�����
 �����������

����
�����
��
����ω2 = k / m, (3) gausime: 
 

                                              d2x / dt2 + ω2 x = 0.                                           (4) 
 

%����������?-���������
���
��)��	�����;�3�)��-��	�����
�������	
������
�	��
����

����
����
taškas ). Lengva patikrinti, k
���?-����������	��
�����������+ 
 

 
 x = A cos ( ωt + α ).   (5) 
 
 
 
J�
����� α -�	����
������	���
���
��

�����
����������
�������������� 
��������������9
��	���	�
���*-�����������������
���7�)���������	�
����+ 
 

                                   dx / dt = vx = - A ω sin ( ωt + α ),                                 (6) 
 

                                 d2x / dt2 = ax = - A ω2 cos ( ωt + α ).                               (7) 
 

6�������A-�����*-���
������?-���
���
�+ 
 

- A ω2 cos ( ωt + α ) + A ω2 cos ( ωt + α ) ≡ 0. 
 

 
Taigi (5) lygtis tikrai teisinga. Dydis A vadinamas svyravimo amplitude. Iš (5) matyti, 
kad 

����������3�xmax, nes { cos (ωt + α ) }max = +1. Taigi 

����������
������
���
��
	���� 
������	�

�� ���� ����
�������� �
������� ��� ���
�
� ��
� �����


�� �
�������� �
���
���	���������	������� ������	

��������
���
���*-�����������ωt + α ) vadinamas svyravimo 
faze, o α -���
�����)
#����%���*-�����������
������������
�$���	����	������

�� 
 

xo = A cosα. 
 

�
������
�����)
#��α�����
�����
������������
�$���	�����
�����;o��%���
��
����������� ���
gauname: 
 
jeigu xo�3�������
������
�
�����	��
���
���
���
��
������	����������
���������
�������;�
ašies kryptimi ), tai cosα�3�'�������
�����)
#��α = 00; 
 
jeigu xo�3�C����
������
�
�����	��
����
�����
���������
������� -�� �
�����α = 0, ir α = 
=900 = π / 2. 
9��	�
���

��������
������	������
����;o���������
��
���	����� ��
��������
������ )
#���α 
���	�
��� 
             %���>-����� �����
������	����������������	���
����������	���
�- 
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( vx )o = - A ω sinα. 
 

5�������
�������
�	��
�
�����	��
����
�����
���������
�����������
�����)
#��α = π / 2 ), 
tai ( vx )o = - A ω ir ( vx )o

2 = A2 ω2 = A2�	�N�
��������
�����(-�-���� 
                

                                                      A = vo √ m / k .                                               (8) 
 

�
���� 

�������� ���	�
���� ���� 	���� ��
������ ����$��� ����
�������� �
������� 
� 
� 	����
������������
���������
����������	�
����������
������
����	�
���������
���������
�������– 
����

���������� 
��������������.��������*-�����
��
�����������
��

��
����������	��������+ 
 

 
 x = A sin ( ωt + β ).   (9) 
 
 
Nuo (5) ji skiria��� ����� 	
�� ��
����� )
#�� β� �	���
��� ���� ��
������ )
#��� α�� 4����
�� ���
�	����
�� ����
����� �
���
��� �
��� �
�� �
��	���	����� 	
�� �B-� ������������ 	
��� ��� �*-�� ��	�
��
�
���	��
��?-������� 
             (5) arba (9) lygtys vadinamos harmoninio svyravimo lygtimis. 
��������������8
�
������� ����
��
�� �
��������� �
�� �� –� ��� ��������	�

��� 9
�
�����	�
��
�*-�
� 
��B-������
���
��
��
��������
��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 88 pav. 
 
Tegul pradiniu laiko momentu t = to�3�C�	����
������	�

��xo = A ( 88 pav. ). Tuomet, 
	
���

��
�����
�����)
#��α = 00������*-���������������
���
��+ 
 

x = A cos ωt. 
 

7����
��� �
�	��� ��� ���� ω�� 

����� ��� �
�	
�� ����	�� ��
��� �� ����
�������� �
������ 6
�	��

�
������	�������
	�������
�ωt = π / 2, t. y., kai t = π / 2 ω, taškas atsidurs pusiausvyros 
�
������� ��� 6
�	��� ����
�� �����
���� ����ω�� �
��� �����

��� �
�	
�� �
������	�� ��
��� ����
����
���������
���������,,��
���-��6
�	��
�
�������3�π / ω cos ωt bus lygus –1, o x = -A, 
��� ���� �
�	
���
���	��	�
�������� 
�
����� �
������ 9�� ��� ������
���� ������� �� ������� 
����� 	
����
��
��������
���������
������� ��� �
�	��
�
����� ��3���π / ω� ���� ����
���
���
��
	����� ��

T 

t 

x 

-A 

+A 

0 
�N� (�N�� ��N� �N�� 
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�������9�� ��� ��������	
������������ ���� �
�	
�������
� ����
������
��������� �
�	�� ���π / ω. 
9
��
�	�
������
�	���+ 
 
  T = 2 π / ω.        (10) 
 
Šis laikas vadinamas svyravimo periodu,� ��� ���� �
�	
��� ���� 	���� ���	��
� ����
�� ����
��
svyravimas. 
             Dydis ω = 2 π /� �� ��
� ����
��
�� �	
�$���� ���� 2 π� �
�	�� �������� ��� �
���


��
��	�������
�������
���������	�������
�����ω��
����


�����K�
��
��
���L��
���� 
 

                                                       ν = 1 / T,                                                    (11) 
 

����	�
����� ����
��
�� �	
�$��� ���� �
�	�� ��������� 4��������� ������ ����� ��������ω, ν ir T, 
������
���
����������+ 
 

 
  ω = 2 π ν = 2 π / T. (12) 
 
 
%�� �'�-� 

������ 	
�� �������
�$��� 	���� ��	������ �
����� ω yra analogiškas apskritimu 
���
�$���	����
� 
� �����	
�$���	�����	����	

����

�����$��� 
 

ω = 2 π n, 
 

kur n –� 
�����	�
�� �	
�$���� ���� �
�	�� ��������� 4������
�$��� 	���� �
����� ν yra 
analog��	
�� �����	
�$���	����
�����	�
���
���������� ���������������
$�����
������+�'/s. 
Vienodas dimensijas ( rad / s ) arba trumpiau ( 1/�� -� ����� �����	�������
����� ���	

������
���������� ��������
�
���
��
$�
��
����ω. 
����������������
��� ��
��ω� ���	�
��� �� �5) lygtis, gausime dar du harmoninio svyravimo lygties 
pavidalus: 
 

 
                                             x = A cos ( 2 π ν t + α ),                                         (5a) 

 
                                            x = A cos ( 2 π t / T  + α ).                                       (5b) 

 
9����
�����
��
���
��ω2�3�	�N�
��������(-�-�������������3���π / ω, gausime: 

                

  T = 2 π √ m / k, (13) 
 

                             

  ν = ( 1 / 2 π ) √ k / m.  (14) 
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�
���
���
���
��
����

�������
��
�����������)��
������ 
�������������7
��
�� �������
���� 	����  �� �

���
�� ������ �
�� ���	�
� 	��
� �
������ ���
��
�
��#���������	����9
��
�	�
����������P�����
�����	�
���	�	�����
	����������"
�
�����

��
����
��


���.��������-����������
 
��������me: 
 

                                                  m d2x / dt2 = - kx + P.                                             (15) 
 

J�
�9�–�������P������	���
���;�
��� 
�������������9
�
������������������

����
�����
��
���+�ω2 = k / m, P / m = p, turime: 
 

d2x / dt2 + ω2 x = p. 
 

<����	�������	������	
����������������������������
+ 
 

                                            x = A cos ( ωt + α ) + p / ω2.                                        (16)  
 

%�� �
����� )��
����� 

������ 	
�� �
�������� ������ ���	�

�� ��	�
i pastumia laisvuosius 
����
��
������������N�ω2. Tokius svyravimus galima pavaizduoti grafiku ( kai p > 0 ir  
p / ω2 > A, 89 pav. ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                       89 pav. 
 
 
             Pratybos 
 
 

1. Nus�
��	����

��

������������	��������
��
���������� 
 
 

!
��

�����������	�����
��������	
����
	
 ���
� 
���������
�	�$�����������������������
�$�

���
�	�� 

 
 
 
 
  

 t 

O 

 N 

   m g 

τ 

m 

l 

 
90 pav. 
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A p 
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              Sprendimas 
 
4�����	���� 

��� �
��
�	�
�� 
�� ����� �� ��� 
����	�
�� 

��� 	

��� ϕ iš pusiausvyros 
�
��������&������	�����	�
����
�����

�������
���BC��
���������� ����
��- 
 

F = m g + N. 
 

9����	���
����
�������τ 
 

Fτ = - m g sin ϕ, nes N ⊥ τ. 
 

Tegul kampas ϕ����	�

�
���	
������ϕ ≈ ϕ. Tada  
 

Fτ ≈ - m g ϕ. 
 

Be to, 
 

Fτ = m aτ, 
 

�����	���

��	�������
���	
���
�����������
������� 
 

aτ = r d2ϕ / dt2 = l d2ϕ / dt2. 
 

����� 
 

- m g ϕ = m l d2ϕ / dt2 
 
 

arba 
 

l d2ϕ / dt2 = - g ϕ. 
 

F������������
��
�
�����	
���-����$�
�+ 
 

 
m d2x / dt2 = - kx. 

 
Kampas ϕ nuo laiko priklauso taip kaip koordi�

���x, tik vietoj m ir k reikia atitinkamai 
�
��������������
�������
�

������'(-�)��
������
���
���	
��

��

������������	����

���
����
��
��������
� 

             

  T = 2 π √ l / g    .            (17) 
 
 
!
��

������������	����

�������
��

���

�
�� kampais ) yra harmoniški. 
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2. !
��

����� ������	��� ��
����
� ����
������� ����
�$�

��  �� ��������� ����������
�
plokštuma ( kampas su horizontu lygus α� -�� <����
�$��� ����
����� ������	����
periodas To����	�� �������
�$�������
�����������	����������
��H 

 
Sprendimas 

 
  

                                                                    To = 2 π √ l / g,   
                                                                                                                                                                                                 

 o ieškomas periodas T = 2 π √ l / g’, 
kur g’ = g – a ( 91 pav. ), o a = g sin α - 

 ����
������
������������	
�$�
��� g’ = g cos α ir 
  
    

                                                      T = To / √ cos α  > To. 
 
 
 
 
 91 pav. 
 
 

3. �� �������� )��
��� �������	�
�$���� ������ �����
� ������
 ����� ���	������ �����
�	���������� ����
�� 4� 3� C�( cm2�� �� ������
 ���� 

��� 
� 3� ?,?� ��� &
�	����
������
 ��������
��
����������������������	����	������
����� 

�� ����+� .���

�� ����� �
	����� ������
 ���� ������� ����� ����
�������� �
������� ������� ;�� ��
����
���������
������	�����������
�������
�G�3�- 2 ρ g S x. T = 1,54 s ). 
 

4. �����	����� 	
�� �B-� )��	���
� �
���	��
� �?-� ������  ��� �
�	���� ����� �
��� �B-� ��
������
)
#���β�����*-�)��	��������
������)
#���α. 

 
5. <� ���	����,B� �������	������	������������
����	
 ���
�������������	�����	
���Nω2< 

< A. 
 

6. 9���� ������	���� �
	
 ���
�� 	����������� 	����� 

��� �
��� 	
���� �������� ���
������	���� 

���� 9
	
 ����� 	���������� ������	��� �
������� ∆x = 4 cm. Kokiu 
�
�����ν���������	�����������	
�� ���
����	��
�������	
��
�	�����
���������
��������
�
�����������
�����
�H��

������
������ �����������
���

�����
��������
������
��
dydis p / ω2 ? Nuo ko priklausys, ar p / ω2  ���

����������

�����������
����/ ω2 
 �����������������H 

( Ats.: ν ≈ 2,49 s-1, p / ω2 = ∆x ). 
 
 
 
 

a 

    g’ 
 
g 

� 
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3.2 ��4�����	���������

� 
 
 

 
 ����������������������
���$�
���������� 

������	�������	
 ���
��
�

����	��
�� 
  ��B���
���-��4�����	������
���

��	1 ir 

k2, o deformacijos ∆x1 ir ∆x2��5������ 
	����
���������	�������	�
�	���+ 

 
 
 F1 = k1 ∆x1, F2 = k2 ∆x2. 

5��
��	���
�
 ��������	�������	�
�	���� 
 
 F = F1 + F2. 

������

����
 �����������	������
���
�� 
�
��
�	�
��	�������)��

������∆x. Tada 

 
 92 pav. 
 
 

F = k ∆x. 
 

Kadangi ∆x1 = ∆x2 = ∆x, tai galime rašyti: 
 

k1 ∆x + k2 ∆x = k ∆x. 
 

%��$�
��
��

�+ 
 
 k = k1 + k2. (1) 
 
=�
����������

�����
���$�
�����������������	�����	
�$���+ 
 

 
 k = k1 + k2 + ... + kn.                                     (2) 
 
 
6���
���$�
�� ��������� ������	���� ��
���

�� �	�
$����


�� 	
��� �����	��
�� ���������
��#���������
��
� 
������������������������ ������	���� ���������������	��
�� �� B(��
��� -��9
$��� ������	����

�����
kai���������
����
��������
��
����������
���
����������	�����
	
�	


����������-���
�
�
������	�������
��

��������������
�� 
 

F1 = k1 ∆x1, F2 = k2 ∆x2. 
 

F��	
���� 

m 

k1 k2 

∆x2 ∆x1 

  F1 
    F2 



 
www.olimpas.lt 

78

∆x1 + ∆x2 = ∆x. 
 

 
 
 

                     k1 ∆x1 = k2 ∆x2 = k ∆x. 
 
 
 

                                ∆x1 = ( k / k1 ) ∆x, ∆x2 = ( k / k2 ) ∆x. 
 
 

                                         ∆x = ( k / k1 ) ∆x + ( k / k2 ) ∆x = k ( 1 / k1 + 1 / k2 ) ∆x. 
 
 
 %��$�
+ 
 
 
 1 / k = 1 / k1 + 1 / k2.  (3) 
 
 
 93 pav. 
 
Esant didesniam nuosekliai s��������������	�����	
�$���� 
 

 
  1 / k = 1 / k1 + 1 / k2 + … + 1 / kn (4) 
 
 
<����	��
�� ��������� ������	���� ��
���

�� �	
�$����


�� 	
��� ����
���$�
�� ���������
��#���������
��
� 
 
 
             Pratybos 
 
 

1. 4�����	����	������ ������ �� �����
���

��	�� ���������
� �
����������
��

�� ��B?��
��� -��
�
��� ���	�
���� ����� ������	���� ������������� �������	�� "���#���
���� ����
��
��
������
��������
����
��
��	��
��

��H������	����������	����	������
����� 

 
Sprendimas 

 
  
 
  
 

k1 

F1 

∆x1 

 F2 

∆x2 

k2 

m 

 k1 k2 
94 pav. l 
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�����9
��
�	�
��
��	����������	�����
������
�dumus k1 ir k2. k1 = k l / a, k2 = k l / ( l – a ). 
Atstojamasis standumas K = k1 + k2 = k l2 / a ( l – a ). T = 2 π ( m / K )1/2. Nesunku gauti, 
kad Tmax = To / 2 ( kai a = l / 2 ). Galima T = f(a) pavaizduoti ir grafiškai.  
 

2. Nustatykite 87 pav. pavaizduo���
�

����	���� ����
��
����������� �������������
������	������
���

��	1, o kitos – k2. ( Ats.: T = 2 π ( m / ( k1 + k2 ) )

1/2 ). 
 

3. ���
��
��������
����������o�3�C�(��������������
��������������������	��������������
����
��������	��������	
����
�����
�B*��
�� 

 
    � ��������	����������������	�����

���

�� 
 vienodi. Kokiu periodu T1����������
��	��
��� 
 ������
�
��������	�����������������	����H 
 

 
 
 Sprendimas 
 
 
 

Pradinis atstojamasis standumas:  
 
 95 pav. 
 
 

ko = 2 k + k / 2 = 5 k / 2.  
 

Atstojama������
���

��������������	������+� 
 

k1 = k + k / 2 = 3 k / 2. 
 

Santykis 
 

T1 / To = 2 π ( m / k1 )
1/2 / 2 π ( m / ko )

1/2 = ( ko / k1 )
 1/2 = ( 5 / 3 ) 1/2. 

 
T1 = To ( 5 / 3 ) 1/2 = 1,29 To ≈ 0,39 s. 
 
 

 
3.3 G�#����������	�� 

 
 

G�#���� ������	�����
� ���	�	���� )��
���	���
����	��
��� �������
�����
���������

�� 
��� ��
B>��
���-���������
�
��������
�"���#���
����
����

��������	�
����
������	��

�������������

  
A 

B 

  k 

  k 

  m k 

k 
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������ ��� 
���� 
��� �� 	��
�� ��	���
��� �
���
�� –�  �� ���������� !���� 	����� ���	
� �
���������
��	

����������
�����

�	����������������'�,��
�
��
)��-+ 

 
I dωz / dt = Mz. 

 
�
�	�
��� 	��
�� ��	
��� ��� ����
�������� �
������� 	

��� ϕ� ������
�� 	�����
��� ���
���
kampinis greitis ω� �����	�����
�����	
����������
�	�����
����	����	�
��#�
�����
�
��ωz = 
ω�������	���������P momentas  M = [ l p ] bus nukreiptas nuo skaitytojo, ir jo projekcija 
Mz = - M = - P l sin ϕ. Gauname: 

 
I dω / dt = - P l sin ϕ. 

 
�������������
��� ���

��

������������	����
�������
����� �	�
�� �
���

�
���	

�
���ϕ, kad 
 ��������ϕ ≈ ϕ. Kadangi ω = dϕ / dt, tai: 

 
                                           I d2ϕ / dt2 = - P l ϕ.                                      (1) 

 
F������������
��
�
�����	
�(�'��
�
��
)���
��
��

��

������������	����������
�����$�
�+ 

 
l d2ϕ / dt2 = - g ϕ. 

 
 

   Lygindami šias dvi lygtis, matome, 
   	
��)�#�����������	����

�������
��

� 

��
�"
�
�����
���5�����������
��
����� 


��

������������	������������)��
�- 
�����3���π ( l / g )1/2 ( 3.1 paragrafo (17) ) 
������������
�������������
�
�����
������ 


���������%����������������
���������
����)�#�- 
����������	����

�������
��
��������
� 

 
 
   

                                                               T = 2 π √ I / P l = 2 π √ I / m g l.        (2) 
 
 96 pav. 
 
�����	�
��� )�#���� 
��

��

����� ������	��� ��������
���������
��ties dideliais kampais, 
��� ����
��
�� ������
��  ��
� ��������� ����� ����� �
����� )��
������ 4	
�$����
��� '� % 
tikslumu, kampas ϕ������ ���������������������C0.  
�������������G�#����� ������	���� ��	����� �
���� ω� ��� �
���� ν gauname, kaip ir kitoms 
������	��
�+ 
  

ω = 2 π ν = 2 π / T = √ m g l / I  . 
 

  l 

   P 

O 

  C   z  
����
���- 

 ω 
� 
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Dydis L = I / m l  (3) vadinamas ����	�������� )�#����� ������	���� ������ Jis nepriklauso 
����	����
�
���������	�
��������	����)��
������

�����
���	�����
�� 
�������������������������	�������������)�#�����������	������riodas 

                  

                                                      T = 2 π √ L / g                                                 (4) 
 

�	
�$����


��	
���6�������

��

������������	����������
�� 
���������������
�������
�����
����������
���������
�����	���
����	��
������������������	
�$������
	
��	�����	��
���
����������������	

�����������
��-���
����
�����-� ����������
��

��
����
������������
�
��
��

���
���� �����

�
���������
���	�������������������	���
��������'�A�
�
�
��
)�� -�� ���������� 
��"
��	���� �
����

�� ��� 	���� 
����
��� ��#��� 6
��
���� ��������
�
$�
���
��������
���
���������

�� 
 
               Pratybos 
 
 

1. 1
�	���� 

��

������ ������	���� �������� )��
����� ��
�

����� �
���������
��	

����������
�����

�	��������
�� 

 
2.    

Suraski���
������
��

�������
��
������������ 
!������

����
�!�

����������	������������������ 
	���
���������
��
�

����	��
��1�����$�
���	��� 

1�
����
����������
��
��
���������
��

 
�
�
�����	
���	������
������
������������
�- 


���������
�����
����������������
vimo pe- 
������������������������� 

������������	������

������������1 
atstumas nuo svyravimo ašies O yra so,  

����������
�
���
������
�����
���������%o,  
��	����1�
����

���	������
��
��
�������
 

                              s ( 97 pav. ). 
 
 
 97 pav. 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 
 
 
 
 
 98 pav. 

G 
m 

 s 

 O 

so 

A 
  C1 

   M 

  X 

      so 

M 

    C1  O C 

  l     s 

m 
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!������
��

�������������
����

����������
��
��
���������B,��
���- 
 

OC = XC = l = ( M so – m s ) / ( M + m ), 
 

������������
�
���
��
�������
��������� 
 

I = Io + m s2. 
 

%��	�

������
��
��������
� 
      

T = 2 π √ I / g l ( m + M ) = 2 π √ ( Io + m s2 ) ( m + M ) / g(m + M ) ( M so – m s ) .  
 

                                                         

T = 2 π √ ( Io + m s2 ) / g ( M so – m s ). 
 

M so > m s. 
 

3.  Pave�	���� ��BB��
��� -��
�����
�� �����

����
�������
���������� �����
� ������	���9�
išsitempusi ilgiu ∆l = 7 cm, palyginus su nedeformuota spyruokle.  

 
Skridinys m3 yra vienalytis diskas. Skridinio ir  

 	��������

����
3 = 100 g, m1 = 300 g, m2 = 100 g. 
 ��������
1 arba m2��
��
������
�������
������� 
 sistema pradeda svyruoti. Suraskite svyravimo pe- 

���������������������
���	�����4���
����������������
� 
  ir skridiniu m3 neslysta. 
 
 
 
 Sprendimas 
 
 �

���
��BB��
����
��
���
���
���
� 
 �����
�������	�
�$���������4����

����
��� 

����
����������������	�����

���
�����
 
 Ft = k ∆l = ( m1 – m2�-����%��$�
��
��

� 

������	������
���
� 
 
 

                                                      k = ( m1 – m2 ) g / ∆l. 
 99 pav. 
 
�
$�
�� ��� �
�� �������	
�� ���� 	������
�� 
1 ir m2 juda slenkamuoju, o skridinys m3 – 
��	

����� ������
��� 7��� ���� �
$���� �����
������ ���
��
�� ��
���� ��� )�#����� ������	����
periodo formule. 
�������������9
����
	�
�� �����

� 
���� �����
��� 	��������� ���������� 	���
�� �� ���� %� �	����� – 
��������	�������

�	
�-+ 

    m3 

 - T1 

T1 

m1 

m1 g 

X 

  ∆l 

   O 

 m2 

- T2 

 T2 

m2 g 

Ft 
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dTk = dA. 
 

�
�����
������
���������������������	���������������������
 ��������������
������	���	��
!����
�����������
���	���������������
� 
 

Tk = m1 v
2 / 2 + m2 v

2 / 2 + I ω2 / 2. 
 

Disko inercijos momentas I = m3 r
2 / 2, ω = v /�����������k = ( m1 + m2 + m3 / 2 ) v2 / 2 ir  

 
dTk = ( m1 + m2 + m3 / 2 ) v dv. 

 
9
��
	�
���������
���������
���������
���	�������
2�����
��	���
���
��
���
��������� 
∆l1 < ∆�� 3� A� �
� ��� �
����	�
��� �
�
� ������	��� �
��  ��� ���
��
�� �

���
�� ���
� Ft 
nukrei��
���
���������������

��Gt = k x, kur x –�������	������)��

���
����
������

��-��
Paleidus krovinys m2�	����
�	������=��
���
�����������
�����	�
�$������������������
� 
��
�������������������
��
�������T1, - T1, T2 ir – T2��
� ����

�������������- 
 

dA = { ( m1 – m2 ) g – k x } dx 
 

arba 
 

dA = { ( m1 – m2 ) g – k x } v dt. 
 

9
�������
���	����
� �����	���������������������	������
��
�+ 
 

 
( m1 + m2 + m3 / 2 ) v dv = { ( m1 – m2 ) g – k x } v dt. 

 
4���
��������������
�������������
���	
��dv / dt = d2 x / dt2, gauname: 
 

 
( m1 + m2 + m3 / 2 ) d2 x / dt2 = – k x + ( m1 – m2 ) g. 

 
Tai 3.1 paragrafo (15) tipo lygtis. 
��������������9
��
�	�
�+ 
 

ω2 = k / (m1 + m2 + m3 / 2 ), 
 

p = ( m1 – m2 ) g / ( m1 + m2 + m3 / 2 ). 
 

Tada turime: 
 

d2 x / dt2 + ω2 x = p. 
 

Šios lygties sprendinys yra 3.1 paragrafo (16) lygtis. Sistemos svyravimai yra 
"
�
�����
���%��	�
�����������
��

�����ω2 išraiškos: 
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T = 2 π / ω = 2 π [ (m1 + m2 + m3 / 2 ) / k ]1/2. 
 

��
���
�	�$�
���
������
���
��	��)��������	����
��	����
��

� 
 

T = 2 π [ (m1 + m2 + m3 / 2 ) ∆l / ( m1 – m2 ) g ]1/2.  ( m1 ≠ m2 ) 
 

���	
�$�
��� 
 

T ≈ 0,8 s. 
 

Jeigu m1 = m2�����
����
�	�
��� ��������
��	
���
�
����	���
��	��
��������	�����
�� 
 

4. Sunkus plonas lankas su lengvais stipinais yra vertikalioje plokštumoje ir gali 
sukiotis apie per ������� �� ���
�$��� "���#���
���� 
���� 6
�	�� �������� ��������
���������
���������	
���	�����

�����	�
��	
����
�	����'CC��
���-� 

 
 
 ��	�� ����
�	������
��
��
�������������
����� 
 ������
����H��
��������
��	����������+�
-��
�	�����- 

����
����!������� -��
�
������
������	�

����	����H 
���������������������I��
������������	����(� ��
��+� 

 
 '��K9
��
���L� ����– panašiai, kaip  3.1 paragrafe 
  �
�������
��

��

�����������	��� 

100 pav. ���&�
�
�����)�#�����������	����������
� 
 3. Remiantis teorema apie si���
���	�������� 
 ����������	���
�� 
 
 
 
 

(�?�8
�
����	
���������
�$���	�����������
 
 
 

5
��

��
��������(�'��
�
��
)��-��	
��"
�
����	
���������
�$���	����	������
�� 
 

x = A cos ( ωt + α ), 
 

greitis ( tiksliau –�����$��������	���
�- 
 

 
vx = - A ω sin ( ωt + α ). 

 
2������

��
���	
��	������
������������������
���������
��������o����

������������������
taip: 
 

  r 

m 

O 
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             

A = vo √ m / k .  
 

Kadangi  vo���
������
���
���������
�$���	��������������
������
��
����������� �����	
��	
��
�����
���
�	��������������ja 
 

                                     ( Tk )max = m vo
2 / 2 = k A2 / 2.                                   (1) 
 

%�� � ����
��� ������� 	�����	��� ����
��� 	
�� ���	�
��� �

���
�� ���
��� 	���� ����������
energija U = k x2 N� ��� 9
�
��	�
�� ����� 
��"
����� "
�
����	
�� �������
�$��� 	����
��������+ 
 

E = Tk + U = m v2 / 2 + k x2 / 2 = m A2 ω2 sin2 ( ωt + α ) / 2 + 
 
                      + k A2 cos2 ( ωt + α ) / 2. 
  
Kadangi ω2 = k / m, tai 
 

E = [ sin2 ( ωt + α ) + cos2 ( ωt + α ) ] k A2 / 2, 
 

t. y., 
 

             E = k A2 / 2 = m ω2 A2 / 2 = 2 π2 m ν2 A2 = 2 π2 m A2 / T2.          (2) 
 
 

�
����
��"
������������
������
�	�������	�
�����5
�����	
�����
���������� 
 
 
               Pratybos 
 
 1. Pavaizduokite harmoniškai svy- 

����
�$���	������������������������ 
U priklau��
� ������	�����
������ 

 ��	������
����-���
)��	
�� 
 
 
 Sprendimas 
 
 

Grafikas pavaizduotas 101 pav. Jis 
vadinamas paraboline potencine duobe. 

vmax = A ( k / m )1/2 = A ω. Energija pereina 
 101 pav.  ���	�������������������������
����	�$�
��
� a  

“svyruoja” periodu T’ = T / 2. 
 
 

   X 

-A A 

vmax 

v=0 

2

2kx
u =

u 

u 

Tk 

2

2kA
E = �
�
 ��� 
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(�*�.�����������������	��
�$�������
��
��������� 
 
 

���������<������
����
���	
��	��
�� �����
$���
���� ��
�����������
��	������� svyravimuose, 
�������
� �������
�$����� �����
����� 9
��#������� 	��������� �
	
 ���
�� ������	��� prie 
�
������� ���	������
�����������������
�
����
��������������
����	�����������������������
�����
�
�$��������������������	������������
��
�� 
���������9
�
�����	�
���	��� ���
�����


������������������
���������������
�������	��������


���������������
������)
#�������
��
������	��
�$��������������������� 
 

 
x1 = A1 cos ( ωt + α1 ), 

              (1) 
x2 = A2 cos ( ωt + α2 ). 

 
 
 
Poslinkis x���������
���������
������������
�$����������
��� 
 

                                                     x = x1 + x2 .                                                  (2) 
 
 

x = A1 cos ( ωt + α1 ) + A2 cos ( ωt + α2 ) = A1 ( cos ωt cos α1 – sin ωt sin α1 ) + 
 

       + A2 ( cos ωt cos α2 – sin ωt sin α2 ) = ( A1 cos α1 + A2 cos α2 ) cos ωt –  
 

        - ( A1 sin α1 + A2 sin α2 ) sin ωt. 
 
9
��
�	�
�+ 
 
 

A cosα = A1 cos α1 + A2 cos α2, 
            (3) 

A sinα = A1 sin α1 + A2 sin α2. 
 
   
 
Tuomet 
 

x = A ( cosα cos ωt - sinα sin ωt ), 
 

                                                x = A cos ( ωt + α ).                                              (4) 
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(4) lygtis rodo, kad atstojamasis svyravimas yra taip pat harmoninis svyravimas, 
��	��
����� �����
$�����	�������
�����ω��9�
����� )
#�� ���

�����������
��
�����
���� ��� �(-�
���$��+ 
 

                tgα = ( A1 sin α1 + A2 sin α2 ) / (A1 cos α1 + A2 cos α2 ).               (5) 
 

A2 (  cos2α + sin2α ) = (A1 cos α1 + A2 cos α2 )
2 + ( A1 sin α1 + A2 sin α2 )

2, 
 
Atlikus veiksmus: 
 

                               A2 = A1
2 + A2

2 + 2 A1 A2 cos ( α1 - α2 ).                           (6) 
 

9
�
�� �>-� )��
���� 
�����

���� ����
��
�� 

�������� �� ���	�
���� ���� �����

����
����
��
��)
#����	����
���α1 - α2 ). Kadangi cos ( α1 - α2 ) gali kisti nuo –1 iki +1, tai 
 

A1 + A2 ≥ A ≥ A2 – A1. 
 

Kai ( α1 - α2 ) = 2 π n, kur n = 0, 1, 2,..., tai cos ( α1 - α2 ) = +1 ir  
 

A = A1 + A2. 
 

Kai ( α1 - α2 ) = ( 2 n + 1 ) π, cos ( α1 - α2 ) = -1 ir 
 

A = A2 – A1. 
 

J�
� 
 ����������� ����
�� ���	�
�� ��
� ���� ���� 	
�� ����
��
�� 

�������� �
�
�� 
�� ����
��
visada yra teigiama. 
���������������� �
��� ������� ����
��
�� ��������� ��#���
��� �
��

� �
���� ir kitu, sakytume, 
���
��������
� 
���	�������� ���� 
 
 9
�
	�
����	������A, kurio 

didumas lygus harmoniškai  
  �������
�$���	����

�������� 

A. Tegul tas vektorius pradiniu 
 momentu t = 0 su X ašimi sudaro   
 	

���α ir pradeda suktis apie 

savo ��
�������
�	�����
������ 
 	

����������$���ω. Tuomet  

vektoriaus A������	���
���D�
�� 
 
� 
�����
����
�	��	������
��� �� 

	�������
�	��
�
�������������'C���
���- 
 
 
 102 pav. 
 
 

O 
X 

    A ( t )  

  A (t=0) 

   xo = A cosα 

 x = A cos( ωt + α) 

� 

�� 

��O� 
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                                              x = A cos ( ωt + α ).                                        (7) 
 

.�	������A galima vadinti 

�����������	�����
� arba vektorine amplitude, o102 pav. – 
vektorine svyravimo diagrama. Iš (7) matome, kad "
�
����	
�� �������
�$��� 	����
������
���������
� 
�	������
�����
�

�����������	��riaus projekcija.�J�
��
����
��

��
��

�������	
��������	�������
��������	

����������$����
�
�� �� 
��������������9
���	��� ��	��������  ���� �
�
�#���	�
�� �
�� ���
�������� �������� ��������
��	��
�$��� ����
��
�� �������� 	
�� ��� ��	����
�� �
���
�� ��������� �� 

��������� ��� ��
������
)
#��� �	���
��� �� ���� �'-� )��
���� -�� .����� ����
��
�� �
�#����
� 

��������� ��	����
���A1 
�����	���
� �� � ;� –� �� 
��� � ;� 1�� �� 	���� ����
��
�� ����� �
$����� �������� �
�#����
� 

���������
vektoriaus A2� �����	���
� �� ;� –� �� 
��� � ;� 2. 103 pav. abu amplitu���� ��	����
�� �
�������
pradiniu  laiko momentu t = 0, kai α2 > α1��<
�������
�����
��
���
������������
	��� 
 
 
 Atstojamojo svyravimo  

���������������������������������������������������������������������������������	������
�� 
 
 
 x = x1 + x2 
 
 
 ��
�
�����

����

�������� 

                                                                          vektoriaus 
 
 

                                                                                           A = A1 + A2 
 
 

��������������������������������������������������������������������������������������	���
���;�–���
���+ 
 
 
 103 pav.                                                     x = Ax. 
 
 
 
 
������

���� ����
��
�� 

�������� ��
� ����� ��	����
��� A didumui ( moduliui ) A. 
@�����

������	������A1 ir A2��������������
����
��������	
�����
��
�+ 
 

        A2 = A1
2 + A2

2 + 2 A1 A2 cos ϕ = A1
2 + A2

2 + 2 A1 A2 cos ( α2 - α1 ),        (7)  
 

nes kampas 
 
 

ϕ = α2 - α1. 
 

      X 

 x2 

 x2 

  x1 

  x 

B 

  y2 

  y1 

 C 

  O 

  A 

    A1 
 A2 

 ω 

Y 

�2 

�1 

� 

 

�1 

�2 
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6�������A-����

�
����
�	�$�
���
��
��>-������
���������s ( α2 - α1 ) =  cos ( α1 - α2 ). 
�������������%������
�����'C(��
���

��
���	
��
�����

��������
��
����
������)
#���α 
 

tg α = BC / OB = ( y1 + y2 ) / (x1 + x2 ) =  
= ( A1 sin α1 + A2 sin α2 ) / (A1 cos α1 + A2 cos α2 ). 

 
Tai sutampa su (5) lygtimi. Taigi�	����
�������
��
������������������
���������
��
��
��������� ���
�
��� 7
 
�� ���� ��	��������
������ �
�
�����	�
�� ������� ����
��
�� ��������
kai �������
��
���
���
���	�������� 
��������������
���� ������ ������ ����
��
�� ��	������ �
����� ��
� ω1�� �� 	���� ����� �
$���e x –� ��
�������� ��	��
�$��� ����
��
�� ��	������ �
����� ω2�� 7��� 
��	���
�� �
��
���
�� ������ ���
����
��
�� 

��������� ��� ��
������ )
#��� ��
� ���������� �
�
� 
�����

���� ����
��
��


��������� ��	�������A = A1 + A2, kur A1 = A2�� �� ��	������ ��������� ����
����
����� ��
 
rombas. 104 pav. tie vektoriai parodyti laiko momentu t, kai ω2 > ω1. Kampas tarp 
��	������A1 ir A2 
 

                                      ϕ = ω2 t + α - (ω1 t + α ) = (ω2 - ω1 ) t.                            (8) 
 

!
��
���	
���
��	

�
����
�	��� ��
����	���
���,-���
������A-��
����
�������
��

� 
 

A2 = 2 A1
2 [ 1 + cos (ω2 - ω1 ) t ] = 4 A1

2 cos2 [(ω2 - ω1 ) t / 2 ] 
 

ir 
 
 

                                      A =  2 A1 cos [(ω2 - ω1 ) t / 2 ] .                                    (9) 
 

 
 

Matome, kad atstojamojo  
svyravimo 

������� A yra  
kintama.�5���	���
��������� 
�
��
�	�
��τ. Kadangi ko- 

 sinuso modulis pasikartoja, 

���
�������
	������������π, 

tai (ω2 - ω1 ) τ / 2 = π ir 
 
 
 

                                                                                   τ = 2 π / (ω2 - ω1 ).               (10) 
 
 
 104 pav. 
 
�
�����������	���
���
���� 
 

  x 

    x2 x1 
 x2 

 A 

A1 

 A2 

    X 
�1�O� 

�2��� 


 
�2 �1 


A 
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                                      νA = 1 / τ = (ω2 - ω1 ) / 2 π = ν2 - ν1.                                 (11) 
 

�
���
���
��ν2 ir ν1 yra artimi, νA���
�

�
�����τ - didelis. 
�����������������%��'C?��
���

������	
��
�����

��������
��
��	������
�� 
 

                                                          x = A cos ϕA.                                                  (12) 
 

Kadan�����	������A1 ir A2 lygiagretainis yra rombas, tai kampas 
 

                         ϕA = ( ω2 t + α + ω1 t + α ) / 2 = (  ω1 + ω2 ) t / 2 + α.                   (13) 
 

6��� ����B-�����'(-���
������'�-���
��

�+ 
 
 
 x =  2 A1 cos [(ω2 - ω1 ) t / 2 ]  cos [(  ω1 + ω2 ) t / 2 + α ].       (14) 
 
 
 
�
�� "
�
������� ����
��

�� ��� ���
�� 	���
�$�
� 

��������� 5��� ��
)��	
�� �
�
�#����
�� 'C*�
pav. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 105 pav. 
 
Tai taip vadinami mušimai.� 5�����
��

� ��������� �	����
�$���������	
�� �	

 
������enas 
�
��
�	�����
��
�����	

�����
���	������	

 ���
���
���
�����	����	��	���
��� 
 
 
             Pratybos 
 
 

1. 4����

�������8#��
��������	��
��������������������������
��

���.�������
�����
)
#��α1 = 0, o kito α2 = π� N�����
���������
�����	


�+��1 = 10 cm, A2 = 5 cm. 
<� ���	����
�����

��������
��
����
)�	���
�
��,,��
����
��#��� 

2. <� ���	���� �
�
�� 'C(� �
��� �
��#��� 
�����

���� ����
��
�� ` 
��������� ��	������
A�� 	
�� ������ ����
��
�� 

��������� ��	����
��� ����

�� �1 = 3 cm, o kito 

2

3τ
2

τ
2

5τ
2

7τ

x 

t 

2A1 

2A1 

0 
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svyravimo A2�3�?��
��	
����
������)
#��+�'-�α1 = 300, α2 = 1200 ir 2) α1 = 00, α2 = 
1800. 

 
 

3.6 Slopinamieji svyravimai 
 
 

�������������	�$�
�� �
�������
�� �
������ ����
��
���� ���
���
�� ����
��
��� ������
�$���
�������
$�
�������	����� ���	�	��
����
�������
����	�������
����
������
��

���
�
�psniui 
����
�� ��� 

��������

���
��1���
�� �����
����� ��
� ����
��
�� ��
 �
�$���� ��������� ����������
9
����������
��
� 
� ��������� ���
����	�
������������$����!
�������$���
�������
��
�� �
�����
	
�������
�����������
�����$���������	�����
�����������������$�����������������
��
���
������
	
���
����������
�� ���
�Gtr = - r x’, kur r yra pastovus dydis, vadinamas pasipriešinimo 
koeficientu.�F�����
���������
�������

���
��������–�	�;��������
�����

�������
�����	�
����
�
�	��� �������+�G�3�-  k x -����;:����������<��������������
����
���
�
������
��+ 
 

                                       m d2x / dt2 = -  k x -  r dx  / dt                                     (1) 
 

arba 
 

 
 

                                d2x / dt2 = -  k x / m – ( r / m ) dx  / dt.                              (2) 
 

9
��
�	�
� 
 

                                             k / m = ωo
2,  r / m = 2 β.                                        (3) 

 
���
�����-���������������
���
��+ 
 

 
                                              d 2x / dt2 = - ωo

2 x - 2 β dx  / dt.                                    (4) 
 
7����
��ωo

2 ir β yra teigiami. ωo� ���

�
� ��� (�'� �
�
��
)�� �
������ �������ω�� ����	�
��
�
����	���

����#�������������;����� �+ 
 

                                                        x = z e- β t.                                                     (5) 
 

Suraskime išvestines: dx  / dt ir d 2x / dt2��5
�����
��
���
��
�	�
��x’ ir x’’, atitinkamai 
z’ ir z’’. 
 

x’ = e- β t z’ - β e- β t z, 
 

x’’ = e- β t z’’ - 2 β e- β t z’ + β2 e- β t z. 
 



 
www.olimpas.lt 

92

��
��� ��
��;:� ���;::� ���
��	
�� �� �?-� ������� ����
�������������
����� ����
���	�����- β t� ���
���	��
kitus paprastus veiksmus gauname: 

                                                      z’’ = - ( ωo
2 - β2 ) z.                                            (6) 

 
Tarkim, kad aplinkos pasipri�����

�� ��
� ���	� 

�
��� ����ωo

2 > β2. Tada ωo
2 - β2 yra 

�����


������������
����
��
����������
��
���
�+ 
 

 
                                                         ωo

2 - β2 = ω2.                                                    (7) 
 

Tada iš (6) lygties gauname: 
 

                                                         z’’ + ω2 z = 0.                                                     (8) 
 

Ši lygtis sutampa su 3.1 paragrafo harmoningo svyravimo lygtimi (4). Jos sprendinys 
 

                                                  z = Ao cos ( ω t + α ),                                                (9) 
 

kur Ao ir α -� 	����
������ �����$���� ��� �
$��� ��
�
�� 	
��� ��� (�'� �
�
��
)��� %�� �B-� ��������
matyti,kad z kinta periodiškai, ir kitimo periodas 
 

T = 2 π / ω. 
 

���������������A-����� �� 
 

 
                                                     T = 2 π / ( ωo

2 - β2 )1/2.                                             (10) 
 
 
 

9
���
�������(-����� �
�������������
����
�������	�����
������
��+ 
 

 
 

                                              T = 2 π m / ( k m – r2 / 4 ) 1/2.                                          (11) 
 

���B-�������������
���#����	�
������*-���
��

�+ 
 

                                                 x = Ao e
- β t cos ( ω t + α )                                            (12) 

 
arba 
 

                                                    x = A cos ( ω t + α ),                                                (13) 
 

kur A = Ao e
- β t���
������
�	�����	�
��
����

���������5���
�	��� ��
���

���
���'C-����� ��

�
����������(�'��
�
��
)���B-�

��
���	
��������

��������
��
��������
����
����������
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����� ��	�����
��

����
� �
�	�� laisvo svyravimo periodas To = 2 π / ωo, veikiant tokiai 
�
$�
���

���
�����
���4�����

������
��
����
)�	
���
�����
��'C>��
��+ 
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 106 pav. 
 
������� ������ 	
� ���

� 
�������� �	���������� ���
��
��� ������ ��
� ���

� 	��� 	���
��� ���

������
���������
��
�������
���������
�
�
	����
��
������������������������
����������
�����������	��������������λ��	������	�������������
���� 
 

λ = ln ( Ao e
- β t / Ao e

- β ( t + T ) ) = ln e β T, 
 

t. y., 
 

                                                           λ = β T.                                                    (14) 
 

����� �!
���������"����# �����
���������
����
�
	��������
����������"���"��� 
 

                                     x = Ao e
 - λ t / T cos ( 2 π t / T + α ),                                (15) 

 
kur periodas T = 2 π / ω. 
 
���������
���������� �����������λ� ���������
�������� �"������
�����������	
����

� 
�������
�
amplitudes A1 ir A2. 
������������$��
����� λ� ��� 	�
�����
��� � �% � ���� ��# �� ������� ��
������� 	�
�	���"����
�
�
�!�&���������'���β m = 2 λ m / T. 
����������������� 	�
����
����� ���� ���� �	����

� 	�
�	���"�����
� ���� ����
��
�� ����β2 > ωo

2 ir 
judesys tampa neperiodiškas. Tai matyti ��� �"� ��( � ������
�� )�������
� �"� 	�
���
���

�
	������
� ����
� ����� �
��	�
��"���� ����
� ������ �� 	�
���
���

� 	������ ��� �
����� ��������
��
*���+����������������
�	�����������
�	����
	���
���
�
���
��� 
 
 
              Partybos 
 
 

1. ��
��������, ������� 
2. Išmatuotos ���� ��
�
� �� ���
� 
�
	����
�
� 
�������
� ��	������
� )1 ir A2, 


������

�������	
����

�������
��
�

���������
����

�	���	���
������-"����
��
����
	���
��
� ��� .
�
� ����� ����� 
	���
���
� 
�������
� ��� ���� ���
� ����
�
� ���� �����
periodinis ? ( Ats.: k > m ( ln ( A1 / A2 ) )

2 / T2. ) 
 
 
 

 t 

x 
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3.7 Priverstiniai svyravimai. Rezonansas 
 
 

��������������*����������������
����������������
���"�
�
��������
����������	�������	���
����
	�
�	���"����
�����������������	�	���
���	���
����� ������*���+�������
	���
���������

��
dujose pakabi���� ����� 	�	���
���� ������������ ���	
� 	���� �
� ���
� 	������������ ��������
/������
����������������	�"������	���
����� �����!�������	�����
���

�������

���

���
����
*���+������ 
 

                                                        f = H cos ω t.                                                 (1)  
 

�
��

����

������
�	���
��
 
 

T = 2 π / ω. 
 

����
� 0� ��������
� ���

� ��	�������� ���� ���� �������
��� �

� ����"���� 1���
��� 	����
�

���
��
��� �������
�����������
���� 
 

                             m d2x / dt2 = - k x – r dx / dt + H cos ω t.                               (2) 
 

Vietoje praeito skirsnio (4) lygties bus: 
 

                              d2x / dt2 = - ωo
2 x – 2 β dx / dt + h cos ω t.                            (3) 

 
2���ωo ir β��������
�	����
�����"��
�����	����	�����
�
���
��
��% �������
���
 
 

h = H / m. 
 

������������.��� �������
� ���

� ��� 	�����
����
� ���

� ����� �� β� '� (�� 3� '� (�  �� ����
� 
����

�
3���
��"����
���
���&���������������ωo. 
�����������*�����������
���
����% �������
�
	����������������� 
 

                                                 x = A cos ( ω t + α ),                                            (4) 
 

�����������
��������
����
���	�����
����
����

��������ω.  
���������������"�������# �
	�����������% ��������4�������"��
����
��5�/ dt, d2x / dt2, pas�����
���
!
�������
�
�����γ + δ ) = sinγ cosδ + cosγ sinδ, cos ( γ + δ ) = cosγ cosδ - sinγ sinδ ir 
�����������������
�	����������
�����
����������
���
��������������	�	������� � 
 

- A ω2 cos α cos ω t + A ω2 sin α sin ω t = ( - A ωo
2 cos α + 2 β A ω sin α + 

 
                    + h ) cos ω t + ( A ωo

2 sin α + 2 β A ω cos α ) sin ω t.                  (4a) 
 

6������������������
�����

�
�����
�������"���
���
���������������	����&

�ω t ir daugikliai 
prie sin ω�������

��������
�	�
�
����������������������������
�����������������"���� 
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- A ω2 cos α = - A ωo
2 cos α + 2 β A ω sin α + h, 

 
A ω2 sin α = A ωo

2 sin α + 2 β A ω cos α 
 

arba 
 

A ( ωo
2 - ω2 ) cos α - 2 β A ω sin α = h, 

                     (5) 
A ( ωo

2 - ω2 ) sin α + 2 β A ω cos α = 0.  
 
 
 
 
 
Iš (5) antrosios lygties gauname: 
 

                                             tg α = - 2 β ω / ( ωo
2 - ω2 ).                                           (6) 

 
)����7 �������
�	������������������
����������
���� 
 

A2 [( ωo
2 - ω2 )2 + 4 β2 ω2 ] = h2. 

 
�
��� 
 

 
 A = h / [( ωo

2 - ω2 )2 + 4 β2 ω2 ]1/2.                        (7) 
 
 
�, �����8 �!
�����
���
��
���
�
�
��
���	�����
������
���������!�+�������	������� 
�������������9����� ����
� �"� 	������� ���
� 	�����
� ��� ��� 	�����
� ������� 	�����
����� ������ ���� ��
�
ims svyruoti, bet svyra�������	��������8 �����"���	�
���
�����"������
�	����	
�����	
�����
tikro laiko. Tai pavaizduota 107 pav. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 107 pav. 
 
 
 

t 

+A 

-A 

x 
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.���	�����
�������
������������
�
�
������	��������
�������������� 
����������������-6� �8 � !
�����
��������� ���� 	�����
������ 
��������� ��	������)� 	������

� ��
�
	�����
����
� ���

� ��	������
� ��� ���	� 	��� ��
� �

� �����
� ω�� ������ ω, kuriam esant 

�������
���	�������)������������
�������������+
���
��������������������ωrez. Iš (7) taip 
	������
����������	�������)���
��������
���������������
�������
��
��*���������
��������
�����	
"����
�����������
��
��:�"
����"��
����� 
 

d [( ωo
2 - ω2 )2 + 4 β2 ω2 ] / dω = 2 ( ωo

2 - ω2 ) ( - 2 ω ) + 8 β2 ω = 0 
 

arba 
 

( ωo
2 - ω2 – 2 β2 ) ω = 0. 

 
Šios lygties sprendinys ω� '� (� ��
�� ������������� ����������� ��������� ��
� ��
� ���������
	�
�
����	�����
����������!��������������
 
 

ωo
2 - ω2 – 2 β2 = 0 

 
sprendinys. Jis yra toks: 
 
  ω = ωrez = ( ωo

2 - 2 β2 )1/2.                              (8) 
 
 
 
�; ����"�����8 �����������+
���
������	������� 
 

 
  Arez = h / 2 β ( ωo

2 - β2 )1/2.                             (9) 
 
 
 
       Iš (8) matyti, kad ωrez < ωo, o iš (9) –� ���� 
�
	������� ���������� ��+
���
����
��	���������������.���
�
	����
������ ��β = 0 ), ωrez = ωo, o Arez = ∞. Rezonansas labai 
reikalingas radiotec3���
���� ������� ��������� �������� ���
���
���� <�&3�����
� ��+
���
�
�
����� ����� ��� �������
�� ��
� ���� 	��� ������
� ��+
���
���
� ��	������
� ����� 
�������� ��������

����������
������������������=
����
�
	���������β ≠�(� ��	�����
����
�
�������
���	�������)�
niekada� ��	�
������ ��������
�� �

� ��	������
� 	�������

����� ��
� 	�����
����
� ���
�
�����
�ω, esant skirtingoms β�����"���
��	��
������(;�	��� 
 
 
 
 
 
 
 

108 pav. 

1 

10 

1 2 
 

�'(�(7�0 

�'(�(7�0 

�>�0 
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                Pratybos 
 
 

1. ?���������#��� ������� 
2. 1��
�
���
���� '� 7(� ��� 9��� �����
����� �������� �� '� ����� / s, prasideda stiprus 


�	���
�����
������ ��������
������
��@���
�������
�
�����
���'����;����1��
��
�

�	�
������#�
	���
������:�
�������������

�
	���
���
�
���������� 

 
Sprendimas 

 
������������*�����
����
����

�	���
��
���'���/ v, o vagono l��
���
���������	���
��
��o =  
= 2 π ( m / 4 k )1/2. Rezonanso atveju T = To�� -"� ��� ������� �������� �� '�π2 m v2 / l2. 
)	
��������
���≈ 4,33 ⋅ 102 kN / m. 
 
 
 
 

IV.  Bangos 
 
 

4.1 @������4���
��������"��������������@���

�������
������
��	���
��
 
 
 

           Tegul� ������� 
���"��� �������� �	������� ����
��� ���� 
����
�����
� ��"��
�� ��"�
�

�������
� ��������� ����� 	��
���
��� �	���������
� ��"���
� 	����������� ��

� 
����
����
Svyravimo plitimo aplinkoje reiškinys vadinamas banga.� @���

� 
�
����
�� 	���+�������
����
� ������� �� ������
� 	����"���� 1�����
� 	����"���
� 
����
�� ������ �����	�"���� 
������
�
krintantis akmuo, ima svyruoti. Šis svyravimas nuo vieno taško persiduoda kitam ir 
������
�	����"��������������������.���
�	���+��
�–�������
����
��������
��������
�������
ima plisti išil���������
������� 
������������4���������� 
��������� 
����
�����

� ������
� � ��
������ ������ 
�� 	����������
svyravimo procesu, o svyruoja ties savo pusiausvyros vieta. 
������������9����� ������
� 
����
��� �"������ �

� 	���

� ���
�
�� ������ 
������� ������� ���� ���
vadiname išilgine banga, 
�������������
�
����
���
�������������

�
������
����	����������
ji vadinama skersine banga. 
������������*�������������
���
�����������
�
������
�
&3�����	����+��
����(A�	��� 
 
 
 t = 0 
 
 
  t = T / 4 
 
 

 

O 

a 

+ A   a 

K 
O 
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       t = T / 2 
 
 
 
 
        t = 3 T / 4 
 
 
 
 
 
 
          t = T 
 
 
 
 
 
 
 
 109 pav. 
 
9����� ��"����B������ �����
� ��'�(�� 
�����
����	��������a��������	��� �����"��� ���� ��
� ��
�����
�
��
�	�
���
���

�	������
�����������������	�
���
���"�
�
������������	����������	
�����
�
	��
���

� ����������
� �������
�� *��� ����
� ���	�� �� '� �� � / 4 ( T –� ������
� 
�������
�
	���
��
� �	
�����
�	�
���
���"���.��
��������B���
�����
��������
�����

�	������
�C)����

������
�����	���
������������������	����
��������
����	����������
�	���"��������	������
�
�������.�����	����
�����������	������
�

����

����	������*
�����
����	
���'���/����������B�
���"���	�
���
���

�	������������
�����
�
�

��
���������&��

�����
��
������*
�����
���'� 
= 3 T /� #�� �������B� ��
�����
� �� 	���"����� 	�
�� �������
�����

� �����
�– A, o trikdymas 
	�
���
���"���D��-��	
�����
���'�����������������"���	�
���
���

��������������������
�
�

��
�
��������
� 	�
���
� ��"��� ��� <������ �������� ����
�
� ����

�
�� 
� ��������
� 	��
� �
����� 	
�
��
���	����������	�
�
����
�
���
���
�����

����	��
����	����
���� 
�������������*���"���
������������
�����������"������������
���4���
�������	��������	�����
��
*������ 	�����
����� ���� �"��������� ����
��� 
�
����
� �������� 
������������ ��� 	�������������
@���

�	�
&�
�� ����� 
����������� ���	����������� 
�������
��)���	����
�������
���
���
����
�"������
� ����

� –� 	������

� ��
� �������

� ���	���
� 
�������� 9��� �	����

� �������

��
�
����� 	�
�
�����
� ���
� 
��
�
��
� ���������� ��
������� ���	���
� ���

�� ����������

�
	�
������� 
��
�
��� �� 	������� 	������� ���� ����� 	��
��� 
���
���
� ����

���
��

� �	����

� ����
�������������4��
�����������

��������
���������������9�

�������
���
��������"������
�����

� 
��������������@���

� 
������
�������
�	������

���
��	����

� ���	���
�
������� ��� �

� �����
�
ρ��-"��������������greitis 
 

 B 

  a 

  O 

O 

    -A 

 C 

  D 

  a 

  a 

O 

       λ 
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                 

                                                          v = √ E / ρ  .                                                   (1) 
 

2��� =� –� �������

�� ����
��� 	������ ������� 9���
� �
����
�� ���� ����
�� ����
��"��
�

	���
���
�
������������4�������
���&3��������+�
����
�������� ��������
� ����
� ���
�
��
�

	���
�����<��������������	������	�������&3��������+�
���	��
���������
������
����
�

�
������
�E�'���∆l rašyti: 
 

                                                   F / S = E ∆l / l.                                                     (2) 
 

2��� 4� ��� �� –� �
����+��
���
� �������

� 
���	���
� 
���
	����
� 	�
��
� ��� ����
�� �������
�
�!�&�����
�=���
�4��������	������

��
�	������

�������
�	���

��������

���	�+�������� �

��������-"��� �������������9ungo modulis E matuojamas N / m2. 
��������������)�
����
�� ����� 	��� ������ 	���
��� �� ������� ��
��� 
�������
� !�+��� ��������
�
bangos ilgiu λ��.����
� �
�����
�� ����

� ����
� ����������
��
� ��
����
� ���	� 
����
�������
��"���� �
������ ����
�

�� !�+�
�� ����� ���	�������� ��������
��� 
����������� ��� 	������������
��"������
������

�� � 
���������������@����� � �������	����+��
��� ���!�"����� 	�
������
��

��������� �"�
� 5�� ���)"����5�
���������� ������
� ��
��������� ��
� 	�
���
���

� 	������
�� 
� �"���� �� –� ������
� 	������
aplinkoje ( 110 pav. ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

110 pav. 
 

@���

�
������
���������
�	�������
���
�

�!�+�
�
������
�������
� 
����������������*���	���
�����!�+�
�������
������
�����
�λ. Taigi greitis 
 

                                                          v = λ / T = λ ν.                                                 (3) 
 

2���ν -�����

������
� 
               ?�
�������� ������ ��"���� ���� ������ ���� ������ �
������ ����
� ������� ���������
bangos frontu.�9������	�����������+
��
	����������"�
��������
�&����
�����

�����
�
 puses 

���
�����
���
���������
�����!�
���
���
�
!���������

�
	������
���'������9���!�
���
�����
!�����
tai banga vadinama sferine banga, jei frontas – plokštuma, tai bus 	�
�"���������� 
                Kryptys, kuriomis plinta bangos, vadinamos spinduliais.� 4!�����
� ����

�

	���������
����	��
��
!��

�
	��������
��*�
�"��

�����

�
	�����������������������
� 
 
 

y 

x 
� 

� 
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               Pratybos 
 
 
 

1. *����+��
������"��������������
�
������
��
���������
��"�����(A�	��� 
2. *�
������
�����������������������

������������������
������������ 
3. $���
�	���
����"��������������������
�&1 = 14 km /�
��
�
���
�����������������
�&2 =  

= 7,5 km /� 
��:�
����� ���	���� ��
����� ��
�$���
���������
�&����
� ��"�
�)� ����

��
����
�
�
���
�@���������"�
��
�
����

��������������"������
�����

�����
 ∆t =  
'�A��
����
�����������
���
���
��?�����������������"��
������������

�	�������������
$���
� 	������ .��	���
� ��
����
� ���� ���	�
� ���	� 
	��������� �"��
��� �"� $���
�
&����
�����"��
�)����@��$���
�
	������
�:�'�,%8(���� 
 
 

 
 
 

4.2 Hiuigenso ( Heigenso ) principas 
 
 

������������������ ������� 
���
��� ����

� !�
���� �����
� �
�
� ����
���� �
������� ���� ��
� ���
�
���
��
� ���
��
���� ����
� �
������� <��
��� ���� ���
���� �,A(� ��� 	�
����� 
�����
�
0������
�
���D3��0�����
�  ����
����
��
���������
�0������

�	���&�	���9
� ���
�������
pa��������� 
����������� 9�� ������� ��
������ ��������
� ���
������
� ��
������ 
� 	���&�	��
	���"��������
	�����������������������	��"�������
�	�
��
���<< λ ( 111 pav. ). 
 

Banga ( pvz., vandens paviršiuje ) 
��	�����
��	��������)���
�
	������
�	��"�
 
yra šaltin�
�
����������	�������������
�� 

 	������

�	�
�����/�	������

������
� 
	������
�����

�!�
��
�	������
����	��"�
 

���
�	�
������
�!
��

�����

�@��*��"�
� 

��
����������
�
���������&�����
����
� 
remiantis galima tarti, kad ���������� 

�	����

���"������������
�	����
�����

 
!�
���
�����������������������������"�������� 

Tai yra 0������

�	���&�	
��
��� 
 111 pav. 
 
 
 
 
 
 
 
 112 pav. 

A a 

B 

A 

B 

A1 

B1 
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�������������������������
�������������
��
�����

�!�
���
�)@�������	���� ��:
�����
��
�
�
����

� ������
� ���	���� /
����� ������ ������ !�
���� ����
���� �
������� 	�����
� ������� ���
���������� 
��
�
� !�
��
� ��"��� ������� �������� ��
����� 	������ 
����������� ������ &������� -"�
��������
� ��"�
� ����������� ����

� ����

� 	����"���� ����
� ����� 
	������
� �� '� �� ��
pusrutulis ( hemisfera ). Vi
��������������	����"������������
���)1B1 bus naujas bangos 
frontas. Taigi jeigu bangos AB frontas buvo sferinis spindulio R paviršius, tai 
�+
��
	�������	����
��� ��
� ���
�
!����������	�����
� ������� ���/����
�
	������
�:1 = R + v t. 
4���������� 
!������ ������ ����� ��
� ���������
� 
	������
� 
!������ !�
����� .��� 
	������
� ����
������ ������
�� ����

� !�
��
� ����� ������� �������� 	�
�"����� ��%� 	���� 	��
����� 	�
�"��

�
bangos fronto dalis AB. 
 1�
�
��
�!�
��
���"��
�����������
���
�
����
������� 

šaltiniais ir i"������	�������

�	�
�������
�����
���� 
����������	����"���)1B1, kuris bus lygiagretus plokštumai 
)@��-"��������
����"����������	�
�"�����������
���
���� 

����
����+
��
	�������	����
��������
�����	�
�������	�
�"����� 
������	��������
����������������	�
�"��

�����

� 

sklidimo kelyje yra pastatyta pertvara A su skylute a, 
����

�
���
��
���������
��
��������

������λ ( 114 pav. ). 

 
 
 
 
 
 113 pav. 
 
 *�����
�	��������)��	�
�"���
� 

frontas BB’���
�
	����
���
��

��
� 

������
�����"������	
�savistoviais 
������&������
��)	��������������� 

&������
�
�����
�����������
�
 
	�
��������
�����

�	����"��
��6��� 
	����"������������
�����
�����

 

!�
���
����
������
��-"���#�	��� 
��������������
�!�
���
����
������
 

�������	�
�"���
�������
��������������
 
�������������������
����!�
���������
 

���"���
�!�
���
�������
�����
�
�
	������� 
��
��������
�������������
�difrakcija.  

 114 pav. /
��������
�������
��������
���
	������� 
��
����������������������
������������
���
���
���� 

 

������
� ��"���� 
������� 	�������� ����
��� ��� !�+�
�� 4�������� "�� ����
��� 	��������
����
�������� .�
� ����
��� 
�������� ��
� ������� 	�
����"���� 
	�������� ��
��������
�� 9�����

������
� �� 
���
��
� ���� ����
��
� ��� ����

� ������ ���� 
������� ��
� ���� ���������
� ������
centras, nuo ku��
�	��
�	�
��������������� 
 

  B1 

A1 A 

B 

 B   B’ 

a 

A 
 A’ 
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4.3 Bangos lygtis 
 
 

�����������.��	���������������"�����	��"����������	�����
�	�
&�
��F 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 115 pav. 
 
������ ������� ������� 	���������� G� �"��
� ���	����� �� ��7� 	����  �� @������
� 	�
&�
�
� ��
�
���
��
�� ������ ���

����� �
���� ����"��� x turi kiekvienas taškas kiekvienu laiko 
�
�������.����	�
�����������������
�����"�
�	

������5����	�����
��������

�!���&�����������
��"���B�����
�������
�&�����
�����������"��
�
����
���	�������
�� 
 

                                                        x = A cos ω t.                                               (1) 
 

2��� )�� ω ir t –� 
�������
� ��	�������� &������
� �����
� ��� �����
�� ���
��� �"� 
���������
skyriaus. 
���������������4���
����� 
���������� ���� ����� ��"��� .� 	�
���
� 	
� ����
� ∆t = y / v, kur v -  
����

� 
������
�������
����"��
�.�	����
� 
����
��� ����
���	���∆��������������� ��"��
�B��
9����� 
���������� ��
�
	������� ���� ��"��
� .� 
����

� ��
� 	����� ������� ��� ��� 	�����
amplitude: 
 

                                                      x = A cos ω t’.                                                 (2) 
 

2��������
��H�
������
����
���
�����������	�����
�
����
�����"��
�.���
��� 
 

t’ = t - ∆t, 
 

o 
 

                               x = A cos ω ( t - ∆t ) = A cos ω ( t - y / v ).                           (3) 
 

y�������������������
������������
��.�����������'�λ, T = 1 / ν = 2 π / ω, v = λ / T =  
= λ ω / 2 π�������% ������������������"�������	� 
 

x = A cos ω ( t - 2 π y / λ ω ) = A cos ( ω t - 2 π y / λ ) 
 

arba 

  A 

 O

 
  v 

 
  Y 

X 
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 x = A cos 2 π ( ν t - y / λ ).                              (4) 
 
 
 
Tai ir yra bangos lygtis. Kitas jos pavidalas yra (3).  
���������������������� ����

� ��
����� ��
� 
�������
� &����
� ��
��
��� ����"���� 	����� �% � ������

����

�3���
�������	�������
��� 
 

                                x = A cos ω ( t - y / v ) = A cos ( ω t - α ),                             (5) 
 

kur α = ω y / v = 2 π y / λ. Duotam taškui y yra pastovus ir α taip pat bus pastovus.Jis 
������������
��
���"�
�	�������!�+����
����
��
�����
������	�������
���������
���������
���������"����������
���������	�����
������1 ir y2��!�+���
�������
 
 

                                             α2 - α1 = 2 π ( y2 – y1 ) / λ.                                         (6) 
 

��"���������������
���
����
����
�����
�����λ��!�+���
�������
�α2 - α1 = 2 π. Kiekvienu 
laik
��
������ ������
�����
������
���������
�	�
���
���

�	������
��4��
�������� �
����
��"����
����
�������
�
��
�!�+���
������������	�	���
����

������"��������	���������
����
�
yra k λ���
�����
�������������
������
����'�(����������� ��9������2 – y1 = ( 2 k + 1 ) λ / 2, tai 
!�+��� 
�������
� ��
� π, 3 π������ ��� 
��
���� ���� ���� ��"���� 
����
��� 	���"���

�� !�+�
���
.�������������
��
��������������
������
������������	���"���
��
����	����
� 
��������������-��� "�
�� ��������
��� 	�
�"���� ������� 4!�����
� ����

� ���������� �enkanti ploto 
���������� ������"����� 	�
	
�&����� ��
���
� ��
� 
�������
� &����
� ����������� .�������

����
�����
����
����������	�
	
�&�������	������
�������������������������"��������� 
1 / r2 ~ A2�����������	�������������"�����	�
	
�&�������
��������
�&����
�����
����
!�����
�
bangos lygtis pagal (3): 
 

 
 x = ( A / r ) cos ω ( t – r / v ).                          (7) 
 
 
2���)�– pastovus dydis. 
 
 
 
               Pratybos 
 
 

1. *���"�
����� ��
����� �	��� �������� ��������� �������� ������ ��� ��	��������� �����
� ���
pavaizduok�������������������������# �����

����������!�"���� 
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4.4 @����������!����&�����4�
�����

�����

 
 
 

������������)	����
��� ����

� ����� 	��
��� �"� �������� "��������� *�������� �

� ����� 
�
�������� 9�����
����
����
�
�����
�����������

��	��������

��"� ��������"����������������������������
�	
��
�
�"
�
������������
����������������"����
����������	���������
��
���������������
�����
�����

��6��
������ 
������
���	������

����� ��������
����

��������������superpozicijos principu. 
9�
� ����
��"��
� ����� ��	������

����
� 	��ncipui. Jo teisingumu galima nesunkiai 
�
���������� �� �������� �����
� ��� ��������
�� 4�
������ ��� ����

� ���� �"
�
������ ��� ���	� ���
���
����� 
����
� ���
�������
� ����
� 
�� &������
� ��������� ������
� ����
���� 6�� !�����
	�
�����
�������
�����
����1����
�����
����
����1��&�� �� ��������������
���
�
�������
�
����"������
��������
��#7��–��7�A����@�������
���
���
�����
�������

�
�
�����������
���
���	����������������interferencija. Kiekviename aplinkos taške atstojamasis svyravimas 
��
� ��
�� ���� �
� ��"�
� �����
��� 
��������� 
����� -����!����&���� ����� ����� �������� �������
��
��
�	�	��
��
��
�������
������
�
���������������
���������������
���
�������
����	����
��� ����
��� !�+��� ����� 	�
�
��� !�+��� 
�������� �������

� ����

�� 9

� ���� �������

�
�
3����������
�����
��
� 
             Pa�������������
3���������������������!����&���� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 116 pav. 
 
 
 
��������
��"��������41 ir S2�����,�	���� �
��������������
�
��
�!�+���
��"���"���������	� 
 

                                   x1 = Ao cos ω t,  x2 = Ao cos ω t.                                   (1) 
 
 

B 

B1 

S1 

S2 

S 

  K 

   r1 

r2 
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-"����"��������	��
�
!�����
�����

����"���.���������
���
� 
 

            x1 = A1 cos 2 π ( ν t – r1 / λ ),  x2 = A2 cos 2 π ( ν t – r2 / λ ).               (2) 
 

4!������
�����
�
� 
 

A1 / A2 = r2 / r1, 
 

������ jeigu r  >> r2 – r1, tai apytikriai A1 ≈ A2 = A. 
��������������*������������������������!����&������������ ��2 – r1 = λ ir 2) r2 – r1 = λ / 2. 

1) x = x1 + x2 = A [ cos 2 π ( ν t – r1 / λ ) + cos 2 π ( ν t – ( r1 + λ ) / λ ) ]. 
 
)����������
�
��������
�	���varkymus, gautume: 
 

1) x = 2 A cos 2 π ( ν t – r / λ ).                                      (3) 
 
Atstumo r1������
����
�����	������
��� 
 

2) r2 – r1 = λ / 2. 
 
)��������
�"��������
��"��
�����
��
��������� 
 

                                                  x = x1 + x2 = 0.                                                   (4) 
 

-"��� �������������������������!���
�������������!�+���
�������
 
 

                                               ∆α = 2 π ( r2 – r1 ) / λ.                                            (5) 
 

Vadinasi 1) atveju, kai  ( r2 – r1 ) = λ, ∆α = 2 π, o iš (3) matyti, kad atstojamosios bangos 
��	�������������������)�������
�– tas pats ν����	�������!�+���������π r / λ. Sako, kad tada 
�����!���
�������
���!�+�������

����
�	��
���
��������������!�+���
�����mas 
 

                                      ∆α = ± 2 π k,    ( r2 – r1 = k λ )                                     (6) 
 

������'�(�������������
�����
�
������
� � 
 
2) atveju, kai ( r2 – r1 ) = λ /� ��� !�+��� 
�������
� ∆α =  π, o iš (4) matyti, kad 
interferuoja���

� ����

� ����� ������ ����� ��������� @�������� 
���
������ ���� �������
�

�����������������!���
���	���"�����!�+�������

����
�	��
���
��������������!�+���
�������
� 
 
 

                           ∆α = ± ( 2 k + 1 ) π,   (  r2 – r1 = ( 2 k + 1 ) λ / 2 )                    (7) 
 

?������������
����	�����������������	�� ����� � 
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���������������
��
� ������ �����!����&��

� ������
� ���� 
�
�����

� ����

� Jos susidaro 
�����!���
����� ������ ����
��� ��	��������� 	���"���
��
� ���	����
� 	��������
�
�
	�
�"��
�
�����
�
� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

117 pav. 
 

9������

���������	�����
����������������!�+�
�����
�

�����8�	���� ����� 
 

x1 = A cos 2 π ( ν t – y / λ ), 
                                                                                                                                          (8) 

x2 = A cos 2 π ( ν t + y / λ ). 
 
 

Atstojamosios bangos 
 

 
 

x = x1 + x2 = A cos 2 π ( ν t – y / λ ) + A cos 2 π ( ν t + y / λ ). 
 

Atlikus trigonometrinius perdirbimus, 
 

 
 

 x = 2 A cos ( 2 π y / λ ) cos ( 2 π ν t ).                          (9) 
 
 
 
Daugiklis cos ( 2 π ν t ) rodo, kad atsirado��
�	����
������
�ν svyravimai. Daugiklis  
2 A cos ( 2 π y / λ� ���	������

���
�����
�������"������
�
���
�
�
�������
���	������� 
 
                                              As = 2 A cos ( 2 π y / λ ) .                                            (10) 

 
)�	������� 	������

� ��
� �

�������
� ��� ��"����� �����

�� ��
�
���
��� ��	�������)s lygi 
2A, yra vadinami 	�	
����
�� 
� ��"����� �����

�� ��	������� )s lygi nuliui, vadinami 
mazgais.�/�
�����������������
� 
 

   X 

            v 
  v 
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As = 2 A, kai cos ( 2 π y / λ )  = 1,   2 π y / λ = ±  π k,  
 

������'�(�������������������	�	
�����

�������
� 
 

y = ± k λ / 2. 
 

)�
����
����	��������	�	
��� 
 

yk + 1 – yk = λ / 2. 
 

Mazgams cos ( 2 π y / λ ) = 0, arba 2 π y / λ = ± ( 2 k + 1 ) π / 2 ir 
 

y = ± ( 2 k + 1 ) λ / 4. 
 

)�
����
����	����������������pupsnio ir mazgo yra 
 

( 2 k + 1 ) λ / 4 - k λ / 2 = λ / 4. 
 

*��������� ��+���� 
��������� !�+�� 	�
�������� �� 	���"������ ���� �"	������� �"� �
�� ����
��	������
���������
�&

�����π y / λ� �	���������	����������+�������������������
����������
����
�����+�
�	�
������� tikru laiko momentu poslinkis x – teigiamas, tai kitoje mazgo 
	�
������
�	���������
��
��������
���
���������
� 
                Kadangi cos ( 2 π ν t ) visuose y –� �
� ��"��

�� ���������
��� ����"���� ������
��
��"�������	����������+���
����
�������
���!�+�� 
����������������4�
����������������+��
�����;�	���� 
 
 
 
a)   
 
 
 
 
 
b) 
 
 
 
 
 

118 pav. 
 

����������������4�
�����

� ����

� 	�	��
���� 
�
����
�� �����!���
����� 	����������� �� 	������ ���
��
�
	������
��������
�
��)�
	�����
���"����������������	�	
��
�������+��
��9������	�������
��
� ����

� ������ ��
�
	������ ���� �����
��� ��� �	������� ����
��� 
������� ����

�� ���� ���

 y      t  

 y       t + T / 2 

�>� 

�>� 
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�	������ ���
����������
���+��
��9������	���������
�����

���������
�
	��������������
���
�����������	��������������������
����������
�	�	
��
� 
 
 
                 Pratybos 
 
 

1. ?���������
�
���

�

�����

��������% � 
2. ?��������# ���+������� 
3. ?�������
�
�����

�����

��������A � 
4. *����+��
��������������
�
��������"������������� 

 
 
 

 
 

4.5 Doplerio efektas 
 
 

               Matuojamas bangos �����
� 	������

� ��� ���� ��
� ����

� 	��������
�� ���� ��� ��
�
"������
� ����� 
�����
�
� �� 	������

�  � �������
�� 6�� ���"����� 	����
�
� �;#�� ��� 	�
�����
�
�
	����
�����
��
�����������
�	��������"������������
�����
����
�������������
�������������
�
tolstant vienam nuo kito. Doplerio efektas pasireiškia visuose banginiuose reiškiniuose 
�
	�����

������
�����

���������  ��)�
����!�+���
������������
�����
��
�
��
�D3���
		����
gyveno 1803 – 1853 m. 
���������������*����������������������
��� �"������
�������������� �
�����
�
���������� 
� � � �6������
� ������	����
��������������
�����

�������
�&� �
�������	�
�
��
� �����	������

�
��
�"������
��������
����)�
������������&�����������"���


�������
� � 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

119 pav. 
 

������ 
�����
��
� ���� ��"���@�� 
� "������
�– S1� ����� �������� �� ����� 
�����
�
� �� ��A� 	����  ��
Laiko momentu t1 išspinduliuota iš šaltinio S1, kai atstumas S1B = a, banga pasieks 

�����
�������
��
����� 
 

                                                     Θ1 = t1 + a / c.                                                    (1) 
 

B 

a 

    S1 

v   v 

  v τ 
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Banga, išspinduliuota laiko tarpu τ� �������� ����
� �
������ �2�� 	�
���
� 
�����
��� ����
�
momentu 
 

                                                  Θ2 = t2 + ( a ± v τ ) / c.                                              (2) 
 

Mat, laiko momentu t2� ��
����
� ���	� "������
� ��� 
�����
�
� ���� �� C� �� τ arba a - v τ 
	������

������
�"������
��������
����	���
������������

���"
	�������
�

�	��������� 
τ = t2 – t1��	������
�
��������	�������� 
 

                                             Θ = Θ2 - Θ1 = τ ( 1 ± v / c ).                                           (3) 
 

9��� "������
� �����
� νo�� ���� 	��� ������ τ jis išspinduliuos N = νo τ� ������� ������ 	������
��
�"����
��
������
 
 
                                                          ν  = N / Θ.                                                           (4) 

 
)�
������������% �����# ���������� 
 

 
 ν = νo / ( 1 ± v / c ).                                    (5) 
 
 
2���ICJ�������
������"������
��
�
�����
�
�����
�
����I-I������"������
��������	����
�����
�
� 
               Pakis ir bangos ilgis. Jei λo� ���� ���������
� "������
� 
	�������
����
� ����

�
ilgis, o λ -��������
����� 
 

                    λo = c / νo, λ = c / ν = ( c / νo ) ( 1 ± v / c ) = λo ( 1 ± v / c ).                    (6) 
 

Taigi, judant šaltiniui aplinkoje, kurioje bangos greitis c pastovus, pasikeis 
����
���
����
������
��������

�����
� 
� �*������
�
�������	����
��������������@���

�������
��	����
������	����� ��������– c. 
*�����
������
��
���
�
��	�
������
���������� 
 

                            Θ1 = t1 + a / ( c  - v ) ir Θ2 = t2 + ( a ± v τ ) / ( c – v ).                        (7) 
 

<��������

�������
�	������

�����������������&�– v ) . 
Tuomet 
 

                                                  Θ = τ ( 1 ± v / ( c – v ) ).                                               (8) 
 

*������

���
������
������
�����	����� �����������
� 
 

 
 ν = νo ( 1 - v / c ).                              (9) 
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�"������
����ICJ�–������������ 
�������������<�����
�����

�������
�	������

���������� 
 
                                                cr = c – v = c ( 1 – v / c ).                                                 (10) 

 
            Išmatuotas bangos ilgis šiuo atveju: 
 

 
                        λ = ( c – v ) / ν = c ( 1 – v / c ) / νo ( 1 - v / c ) = c νo = λo.                    (11) 

 
1�����
�������

�����
���������	�����
� 
            Kai c >> v, a) ir b) atvejais gautas formules (5) ir (9) galima sujungti. Tikrai, iš 
(5): 
 

ν = νo / ( 1 ± v / c ) = νo ( 1 - v / c ) / ( 1 ± v / c ) ( 1 - v / c ) = 
 

= νo ( 1 - v / c ) / ( 1 – ( v / c )2 ) = νo ( 1 - v / c ), 
 

nes ( v / c )2���������
�����
� 
������������?��
��� �A � !
������� 1�����
��� �A � �
	����
� �!���
� !
������ ������� ���� ���������
v<< c juda šaltinis arba kai juda prietaisas. 
  ����������*������������� ������ �������� ���� ����� "������
� ��� 	������
�
�� ������ 	������
�
� �����
��������v��
��������
���������u����	��������	���������	������
�
�	�
������"�����������> u ).  
 
 
 
 
 
 

 
 120 pav. 
 
$�������������(�	�������"
��� 
 

Θ1 = t1 + a / ( c  + v ), Θ2 = t2 + ( a – ( v – u ) τ ) / ( c  + v ). 
 

Θ = Θ2 - Θ1 = t2 – t1 + ( a – ( v – u ) τ ) / ( c  + v ) - a / ( c  + v ) =  
 

= τ + ( a – ( v – u ) τ - a ) / ( c  + v ) = τ ( c + u ) / ( c  + v ). 
 

:���
���
����
������
 
 

ν = N / Θ = νo τ / Θ = νo ( c
  + v ) / ( c + u ) =  

 
                                               = νo ( 1 + v / c ) / ( 1 + u / c ).                                       (12) 

 

  a 

B 
v u S 
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Kai u = v, ν = νo. 
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                 Pratybos 
 
 

1. :�
����� ����
���
����� ������ ν� �� ���	� 	�
����
� ��� � !
������  �� ���� "altinis, 
��������
� �������� �� ��� 	������
�
�� ��������
� �������� ��� �
�
��� �����
� ��
� ���
���
(Ats.: ν = νo

 ( 1 – v / c ) / ( 1 + u / c )). 
2. :�
�����	�����
���������
�������ν, kai u ir v << c. ( Ats.: ν = νo ( 1 – ( u + v ) / c )) 
3. ?���������� �!
��������������� v << c. ( Ats.: ν = νo ( 1 + ( v - u ) / c ) ). 
4. :�
���������
���
�����������ν������"������
� ���	������
�
�� �����������������
��� ������

������������
�	�������
����)�
��������������<< c, ν = νo ( 1 + ( v + u ) / c ). 
5. 4�����
����� ��
�����
������� ���
�
����
� 
ignalo, atrodo, kad automobiliui 

���������� �
� 
�����
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� �
�
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��
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�� )	
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�
����
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�
�������
���������%#(���/�
��B������������������������ 
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� ���� ���������
�� 
� 
�����
��
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���
���
�
������	�����
�����������
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�	�
�������
�����
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4.6 Garso bangos 
 
 

��������������B��� ��� ���� ����

�� ���

�� ���
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���������� 
������� �"��������
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��
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�������
����
���
����������������������������������������
��(������((((�
���������
	�����
��������
����������

�	
����� 
 �����
� �������
� ���� �
�
� 
����
���
�
� 	�
&�

� �����
�� ���� 	��� �� 
�������
����
��������
�
��������
��6�
������
��������
��
�������!�+��
�0��&
���0��0���+� ��������
vadinamas hercu ��
�����	������������
�0+� ��0��0��&�
������
��;78�– 1894 m. 
����������������������� 
����������� �
�������� ��
��(� ���� �((((�0+� ����������� ����� 
������ 
�������
���

� 	
������ 9��� 	����� "�� 	
����� ���� �������� garsiniais arba akustiniais  svyravimais. 
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E�+�������	
�����������
���������������
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� �����
�� ������ �������� ���� ����
��� ��� �((((� 0+�� �	��
��� ��������
ultragarsais,�
�����

��������������������
����egu 20 Hz, vadinamos infragarsais. 
������������������?��

� ����

� 
������� ������

�� �	����

��� 9�� 	�����
� ������
� 	������

� ��
��
�	����

� 
�������� *���������� �	������� ����
��� 
������� ���
������ 
����������� ���� 
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� – 
���

�� 9��� #��� 	������!�� ��"����� ���� ���	��
��� �������
��� � �� ���

��  � �"�������� ������
greitis 
 

                

                                                         v =  √ E / ρ .                                                  (1) 
 

2���=�–������9���
��
����
��ρ - tankis.  
Šalia Jungo modulio vartojamas elastingumo ( tamprumo ) koeficientas α = 1 / E. Tada 
 

 
                                                   v = ( 1 / α ρ )1/2 .                                                (2) 

 
4���
�����������
������
�������
�	������

���
�"�����
��
���io N: 
 

                                                     v = ( N / ρ )1/2.                                                  (3) 
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�������������
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                                                  v = ( γ R T / µ )1/2.                                                (4) 
 

2���:�–�������
����������
�
���������–���

�����������	���������µ -�������
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�
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� � &p, esant past
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�������� ��� 
����

�

� "����

� &v, esant 
	�
�
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������
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��
�����
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γ = cp / cv. 
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     Dujos   Garso greitis, m/s 

Oras   331 

    Deguonis   315 

  Vandenilis 1263 

  Anglies dvideginis   258 
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                Pratybos 
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�
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<
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	���
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�
� I��J� �����
� ν = 440 Hz. 
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� � ���
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�

� F� �� )�
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�
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���
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���
�����������������%%(������� � 

2. ��� ��������� ID
�&
���J� 
������� �����
� 	�
���� ����� �(� ��� ��
tumu vienas nuo 
kito 1700 km /�3����������� � -� �������� �""������
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�
�"���
��*
������ ����
���
�

������
�	�
����
�--���������F�� �6�������--����������.������
�"���
���
��"���
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��������F���)�
���� ���������
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