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Ivadas

Sia mechanikos dali sudaro keturi savarankiski skyriai: 1. Kietojo kiino
dinamika, Il. Hidrodinamika, 11l. Svyravimai, IV. Bangos. Kietojo kiino dinamikos
viduriniy mokykly vadovéliuose néra. “Fizikos Olimpo” programoje apie kietojo
kiino judéjima jau kalbéjome Kinematikoje ir Statikoje. Kietojo kiino dinamikai dar
bus reikalingos Tvermés désniy skyriaus sistemos dinamikos pagrindinés teoremos.

Hidrodinamikos skyriaus vid. mokykly vadovéliuose taip pat beveik néra, o
Svyravimy ir Bangy skyriuose nauji yra daugelis bangy klausimy.

Bendrai $is konspektas uzbaigia visa mechanikos kursa gilesniu pagrindu,
nei vid. mokykly vadovéliuose ir sudaro minimalia bazg studijuoti kitas fizikos Sakas
pagal tarptautiniy fizikos olimpiady programa.
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I. Kietojo kiino dinamika Xe=[xdV/V,

R . Ye= v /V 4
1.1 Ivairiy kietyjuy kiiny masiy centras e=lyaviv, @
. . . . o . . Zc=Jzadv/V.
Apie masiy centra jau kalbéjome nagrinédami statikos klausimus, o taip pat
“Tvermés désniy” skyriuje 1.2 : sistemos masiy centro C spindulys vektorius
n
Fe= izzllmi ri/M. @ Simetriniams istisiniams vienaly¢iams kietiems kinams ( taisyklingai piramidei,

kiigiui, pusrutuliui,...) Zinoma ties¢, kurioje guli masiy centras. Tegul ta tiesé¢ yra X —y
asis. Tuomet masiy centrui rasti pakaks (4) vienos lygties( 2 pav.):

Prisiminkime, kad ¢ia n yra tasky skaicius sistemoje, myj ir ri — bet kurio tasko masé ir

spindulys - vektorius, M — visa sistemos masé. Apibrézimas (1) tinka tiek nekietai, Xe=[xdV/V. (5)
tiek ir kietai sistemai ( kiinui ) .
A X
z Neki etos_sistem.o_s masiy centras C, laiktli s Ploki¢ioms vienalytéms
bc_aggnt, k?lS padétj sistemoje, o‘kletam ka- figliroms bendru atveju reikés
nui visa laika bus kiine tame paciame taske. (h-x) (4) dviejy lygéiu, tiktai
Kai kietasis kiinas yra istisinis, vietoje r vietoj tiirio V ragysime
C dm masés m; reikés 1int1 be galo maiq_masq ( §1- X~ h figiiros plota S:
ferenciala ) dm = p dV, kur p - kiino tankis, c A
dV —Dbe galo mazas tiris ( tario diferencialas ),
Fe kuriame telpa nykstamai maza masé dm. Vietoj Xe X
sumos Y.m r; reikés rasyti integrala [ r dm =
=[r pdV, kurr (1pav.) bustolygia kintamas o R V.. X
dydis. \_/
Y
re=/prdv/M. %) 2 pav.
¥X
1 pav.
Xc=[xdS/s,
‘ o . (6)
Vienaly¢iam istisiniam kiinui (2) lygybé supaprastés: Y.=[ydS/S.
re=plrav/pv
arba
re=fradv/Vv. 3 Simetriskoms ploks¢ioms vienalytéms figiiroms ( lygiasoniam trikampiui,
pusskrituliui,...) pakanka (6) vienos koordinatés ( 3 pav. ):
AX
Projektuodami (3) lygybe i koordinadiy asis, gausime: ds Xc=[xdS/S. (@)
dx 4:::
x [ " tC
3 pav.
R p
4 5
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Kreiviy ( vienalyéiy ) ir plok$¢iy figiry masiy centrui rasti galima naudotis Guldeno
teoremomis. Jy turinys ( nejrodinésime ) toks:

| Guldeno teorema: sukimosi kiino pavirsius, gautas sukant bet kokia ploks¢ia kreivg
apie a$j, esanCia tos kreivés plokStumoje, bet jos nekertancia, lygus tos kreivés ilgiui,
padaugintam i§ jos masiy centro apibréZto apskritimo ilgio (S=1-2 7 X¢).

Ja remiantis galima rasti kreiviy masiy centra.
Il Guldeno teorema: kano turis, gautas sukant bet kokia plokscia figlira apie asj,
gulincia tos figiros plokstumoje, bet jos nekertancia, lygus tos figliros ploto ir jos
masiy centro apibrézto apskritimo ilgio sandaugai (V=S 2w Xc).
Jaremiantis galimarasti plokséiy figiiry masiy centra.
Nereti atvejai, kai kiine yra iSpjovy ( skyliy, ertmiy ). Tokiy figliry ar kiiny masiy
centrui rasti tinka tos pacios formulés, pvz.(1), tiktai iSpjovas reikia laikyti atskirais
kiinais, o ju mases, plotus, ar tirius — neigiamais ( mat tas mases, plotus ar tarius
reikiaatimti ).

Pratybos

1. Rasti vienaly¢io lygiaSonio trikampio ( ploks¢ios figiiros ) masiy centra.
Matmenys parodyti 4 pav.

X
ds _
A A Sprendimas
h-x
v S\ /
AR h
£
C Taikome (7) formule.
% X ds=2adx,S=bh.
b Y
O
4 pav.

h
Xc=(1/bh){)x~2adx; ah=b(h-x);a=a(x);
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h h h
Xc=(2/h2)£x(h—x)dx=(2/h2){) (xh=x?) dx = (2/h?) [ (W2)x*=x%3] |0=

=(2/h) (h¥12-h%3);

Xc=h/3. (8

Patikrinkite gautq atsakyma, remdamiesi Guldeno teorema.

2. Raskite taisyklingo vienaly¢io kiigio masiy centra. Matmenys parodyti 2 pav.

Sprendimas
Taikome (5) formule. dV =7 r® dx, V =t R? h/3.

h
Xc=(3/nR2h)gx7tr2dx; rh=R(h=x);
h h
xc=(3/h3)g)x(h—x)2dx= (3/h3)(f)(h2x—2hx2+x3) dx = (3/h%) (h?x%2-
h
-2hx33 +xY4 ) | = (3% (%2 —2n"3 + h%4);

X = h/4. )

Raskite tai syklingos vienalytés piramidés masiy centra.

3. Rasti vienaly¢io pusapskritimio masiy centra. Matmenys parodyti (5) pav.
Pusapskritimis (lankas), kurioilgis| = m R, paryskintas.

5 pav.
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Sprendimas
Pagal T Guldeno teorema sukame pusapskritimi apie a$i AB. Pusapskritimis nubrézia
rutulio pavir$iy, o pusapskritimio masiy centras C — apskritima, kurio spindulys Xc.
Taigi, S= 471 R todel
4nR*=nR27m X
Xc=2R/m=064R. (10)

4. Rasti pusskritulio masiy centra. Matmenys parodyti 3 pav.

Sprendimas

Taikome (7) formule. dS=2rdx, S=n R*/2;
R P

Xe= (Z/nRZ){)x 2rdx; r=vR?—x?. Todél

R -
xC=(4/nR2)£va2—x2dx;

Pasinaudojame integralinio skai¢iavimo formule:

IxVR?=x? dx =- (1/3) (R?=x?)*? + const. (11)
Tada

R
Xe = (- 4/3nR?) (R2—x?)*? |0 =(-431R%) (0-R®) = 4R%3nR%

Xc=4R/3n=042R. (12)
Patikrinkite gautaji atsakyma, remdamiesi Guldeno teorema ( tada nereiks integruoti ).
5. Duotas vienalytis skritulys, kurio spindulys R. Jame yra spindulio r apvali skylé.

Atstumas tarp skritulio ir skylés centry OO; = a. Raskite tos plokscios figiiros
masiy centro C koordinatg Xc (6 pav. ).
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(Ats: Xc=-ar’/ (R®=r?)).

Y

6 pav.

6. Zaisliukas sulipdytas i tos pa&ios vienalytés medziagos pusrutulio ir ritinio. Koks
turi biti ritinio aukstis h ( 7 pav. ), kad zaisliukas nevirsty ? Pusrutulio spindulys
R.

R

AT SIS IS

7 pav.

1.2 Kietojo kiino judéjimo rasys
Kietojo kiino judéjimo rusys apraSytos Kinematikos skyriuje. Tai slenkamasis
kietojo ktino judéjimas, sukimasis apie nejudama asj, sukimasis apie nejudama taska, bet
koks kietojo kiino judéjimas ir plok$tumai lygiagretus judéjimas ( 2.6 — 2.9 ). Kai kiinas
sukasi apie nejudama a$j arba nejudama taska, bet kurio jo tasko greitis ( zr. 8 pav. )

v=[oR]=[or]. @
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8 pav.

Cia u vaizduoja sukimosi a$i, ® - kiino kampinis greitis, o
radius— vektoriusr iSvestasis bet kurio sukimosi asSies
tasko O, kai aSis nejuda, arba s nejudamo tasko O, kai

kiinas sukasi apie taska. Tasko M pagreitis ( zr. Kinema -
tikos2.6):

a=[er]+[oVv], 2

¢ia € - kampinis kino pagreitis. Kai kiinas sukasi apie nejudama a$i, pirmasis narys [€ r]
yra tangentins pagreitis a,, antrasis narys [ @ v ] = a, — normalinis pagreitis. Kai kiinas
sukasi apie nejudantj taska, a; reiskia sukamaji pagreiti ag, &, —asini pagreiti au, O pati
(2) lygybé tada isreiskia Rivalso teorema ( Zr. Kinematikos 2.8 ).

1.3 Kietojo kiino judesio kieckio momentas. Inercijos momentas

Tegul kietasis kiinas sukasi apie nejudama z — ty asj, kaip parodyta 9 pav.

Yi Y
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\4

9 pav.

10

Tuomet vieno tasko m; ( m reiskia ir to tasko masg ) greitis ( 1.2 ):
vi=[aori], @
o judesio kiekio momentas ( zr. Tvermés désniy 1.3 ) tasko O atzvilgiu
=[rimv]. 2

Viso kietojo kiino judesio kiekio momentas ( tasko O atzvilgiu )
n

L :Ig‘,li :ig[ri mj Vi] . (3)

ParaSysime vektoriaus L projekcijas { koordina¢iy asis. Tam prisiminkime Kinematikos
1.5 vektorinés sandaugos projekcijy iSraiskas:

[ABlx=A,B,—A;By,
[AB]y=A;Bx—AxBy, 4)
[AB],=A«xBy—AyBx

Remdamiesi (4) ir (3) lygybémis gauname:
n
Lx =i§::l mi (Vi Viz—Z Viy ),

Ly :-le mi ((Zi Vix—Xi Viz), 5

n
Lz=3 mi (Xi Viy— Vi Vix ).
i=1

Analogiskai i§ (1) lygybés greicio projekcijos:

Vix = Wy Zj - 0z Yi,
Viy = 0z Xj - W Zj, (6)
Viz = W Yi - Wy X;.

Cia mes pasinaudojome Kinematikos 1.3 paragrafo lygybémis:

11
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=X,
fy=Y,
r;=z

Kadangi masy atveju ( 9 pav. ) kampinis kietojo kiino greitis @ nukreiptas z — y aSies
Kryptimi, tai:

0x =0,
wy =0, o
Wz = .
(7) lygybg irase i (6), gausime:
Vix = - 0Yi,
Viy = @ X;, (8)
Viz = 0.
(8) lygybg irase i (5), turésime:
n
Lx=- coZlmi Zi Xi,
=
n
Ly:—mglmi Vi z, (9)

n
L= Y m (Xi2+yi2).
i=1

Tegul sukimosi asis z yra kietojo kiino simetrijos asis - kiinas sukasi apie simetrijos asj.
10 pav. pavaizduotas apie tokia sukimosi a$i besisukancio kietojo kiino statmenas tai
aSiai pjuvis. Tuomet kiekviena kiino elementa, kurio koordinatés X; ir z, atitiks kitas
tokios pat masés elementas, kurio koordinatés ( - X; ) ir z. Todél

Y mizx=0,
analogiskai

12
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ZmiiniZO.
i

X
I_l
-YiZ
[0}
z
10 pav.
Todél i$ (9) lygybés gauname:
Lx=0,
Ly=0, (10)

L=oXm (Xi2+yi2).
I

I§ Sios lygybés matyti, kad tokio kiino judesio kiekio momentas nukreiptas z — y asies
arba kampinio grei¢io @ kryptimi: L TT @ (mat L, > 0). 159 pav. matyti, kad

x?+y’ =R?
kur R; — tasko my; atstumas nuo sukimosi aSies. Pakeiskime to atstumo Zyméjima maZaja

raide r; ( radiuso vektoriaus zyméjimas tokia pat raide r; tuo tarpu nebus reikaingas ).
Tuomet turésime:

] Xi2 + yi2 = ri2 (ll)
Ir
L,=L=w 2 mj I’iz. (12)
13
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Skaliarinis teigiamas dydis

ig:lmi re=1 (13)

vadinamas kietojo kino inercijos momentu. (13) lygybé yra inercijos momento
apibrézimas. I$ jo matyti, kad inercijos momentas I priklauso tik nuo kiino masés
pasiskirstymo . Sukamajame judéjime inercijos momentas vaidina masés vaidmeni. Jo
vienetas yra 1 kg m?. Atskiro pavadinimo jis neturi, nors technikoje inercijos momentas
yrasvarbus dydis.

Istisiniam kietajam kitinui, kaip ir ieSkant masiy centro, vietoj vieno tasko masés mj
reikia imti masés elementa dm, ir inercijos momentas isrei$kiamas integralu:

I=/r*dm=[rPpdV. (14)

Integruoti reikia pagal tiirj V.
Atsizvelgus i (13) arba (14), kietojo kuino judesio kiekio momento didumas ir
vektorius atitinkamai:

L=1w,
L=lo (15)

Kadangi inercijos momentas I yra teigiamas, tai kiino, besisukan¢io apie simetrijos asj,
judesio kiekio momentas L visada yra nukreiptas kampinio grei¢io @ Kkryptimi
(nukreiptas | ta pusg, i$ kurios zitirint kiinas sukasi prie§ laikrodzio rodyklg).

Lygybéje (15) judesio kiekio momentas yra apskaiciuotas tasko O, esancio bet kur
sukimosi aSyje, atzvilgiu.

Tvermés désniy 1.3 paragrafe jrodyta teorema: sistemos judesio kiekio
momentas, kurio nors nejudancio tasko O atzvilgiu yra lygus masiy centro judesio kiekio
momentui to paties tasko O atzvilgiu plius sistemos judesio kiekio momentas masiy
centro atzvilgiu.

L=[rcK]+Lg (16)

¢ia K =M v, yrasistemos judesio kiekis, 0 v — masiy centro greitis.

14
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Si teorema tinka ir kietajam kiinui ( kietai sistemai ). Simetrijo asyje visada guli masiy
centras C (11 pav. ). Todel (15) lygybé¢je vietoj I galima rasyti I¢, tuo atkreipiant démesj i
tai, kad simetrijos aSis visada eina per masiy centra.

Ve Tuomet:
e

Le=leo. 17

11 pav.

Kai per masiy centra einanti sukimosi asis néra simetring, (17) lygybé negalima.
Masiy centro greiti pazyméjg V¢, kiino mas¢ — M ir masiy centro radiusa vektoriy —
I, (16) lygybe pilniau galime paraSyti taip:

Lo=lco+[rcMve]. (18)

Tai kietojo kiino judesio kiekio momentas bendru atveju — kai kiinas sukasi apie
simetrijos a$j ( apie masiy centrg ) ir slenka.

Mes gavome (15) lygybeg analitiniu ( algebriniu ) budu: kiek papras¢iau tai galima
padaryti geometriniu metodu. Jeigu kiinas sukasi apie simetrijos a$j z, tai kiekviena
maseés elementg m; atitiks antras simetriskas tokios pat masés elementas m, (12 pav. ). m;
= m. Pirmojo elemento m; judesio kiekio momentas bet kurio sukimosi asyje esancio
taSko O atzvilgiu I; = [ r1 my v1 ], 0 antrojo elemento m; judesio kiekio momentas to
paties tasko atzvilgiu I, = [ r, mp v, ]. Greitis vy statmenas brézinio plok§tumai ir
nukreiptas | skaitytoja, o greitis V, — nuo skaitytojo. Tod¢l vektoriai |1 ir | guli brézinio
plokstumoje. 1§ brézinio simetrijos matyti, kad abieju masiy mp ir m, atstojamasis
judesio kiekio momentas

L=Il+1,
nukreiptas kampinio grei¢io @ kryptimi. Beliko apskai¢iuoti vektoriaus L absoliutini
diduma.
L=Iy COSBl +1, OOSBZ; o+ Bl =0+ Bz = 900. Todél

L =1y sinoy + 1 sino. (19)

15
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12 pav.

ri L vy, ra L vy, todél 1y =ry my v, la=r; my Vy, V1=[(1)I’1],V2=[(Drz];V1=(,0I'1$inOL1,

Vo= Ip Sinolp; |1 = my rlz sinay, I, = o my r22 sinatp. Pastarasias dvi iSraiSkas jrase i
(19), gauname

L = o my 1 sinoy + 0 My 122 sinoi,.
Kadangi ry sinoi; = Ry, 012 sinoz = Ry, tal
_ 2 2
L=w(mR +mRyY°).

my R12 + mp R22 = | ( abiely masiy inercijos momentas sukimosi aies atzvilgiu ). Todél
gauname, kad

L=Jo.
Si lygybé tiks ir visam simetriskam kiinui, nes ji galima i3skaidyti { i$nagrinétas
simetri§kas poras. Taigi, ka nor¢jome, jrodéme. Gavome (15) formulg.

Pratybos
1. Parodykite, kad plok§cios figiiros P, besisu-

kancios apie statmena tai figiirai a8j z, judesio kiekio
momentas tasko O, gulin¢io plokstumoje P, atzvilgiu

z%

Lo=J o

ir tuomet, kai sukimosi asis néra simetrijos asis, ir
kai pati figira P néra simetriné.

16
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2. Skriemulys rieda nuozulnia

ploks§tuma neslysdamas. Skriemulio masé m,
inercijos momentas simetrijos asies atzvilgiu

le, spindulys r. Raskite skriemulio judessio kie-
kio momenta tuo momentu, kai kampinis greitis

Ve 0 yrao.
a ) ®
‘/Lo Sprendimas
14 pav.

Remsimés (18) formule: Lo = Ic @ + [ re m v ]. Siuo atveju @ yra statmenas
brézinio plokStumai ir nukreiptas i skaitytoja ( 14 pav. ). Vektoriné sandauga [ rc m v ]
taip pat nukreipta @ kryptimi, todél [ remve] = remve @/o =remo re /o =m réw=
m r’ @. leskomas L, = (Ic + m r?) o ir nukreiptas i skaitytoja. Toki pat atsakyma
gautume ir pagal Siy pratyby 1 uzdavinio formulg Lo = I, @ = o ®. Véliau pamatysime,
kadlo=lc++mr.

3. Irodykite, kad kai bet kokios formos kiinas sukasi apie bet kokia z asi, tai (15)
lygybé L =1 w galioja judesio kiekio momento projekcijai { ta asi:

L.=lo. (19)

Cia I — kiino inercijos momentas tos asies atzvilgiu, o pagal (7) ® = w,. Patartume remtis
(9) formulémis.

1.4 Inercijos momento pavyzdziai. Inercijos spindulys

Panagrinésime dazniau sutinkamy formy vienaly¢iy kiiny inercijos momentus
simetrijos asiy atzvilgiu. Kiiny mases dabar Zymésime mazaja raide m, nes taip dazniau
raSoma literattiroje.

Remsimés praeito skirsnio (14) formule:

I=[Pdm=[rpav.

17
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dm

1. Plonas lankas arba plonasienis vamzdis. Visi masiy
elementai vienodai nutolg nuo sukimosi asies O, todél

I=ml®/12. ®
m
I=r*[dm=r’m, Dar keleto kiiny inercijos momentus parasysime be jrodymo.
15 pav.
4. Pilnaviduris rutulys ( sukantis apie per centra O einancia asj AB ).
I=mr?, 6]
/ °
2. Vienalytis diskas arba pilnavidurisritinys. I =2mr?%s. 4
Masés elementa dm pasirenkame plono
ziedo, per kurio centra O eina sukimosi asis, pavidalo:
dn=0cdS=c2nldl (o - pavirSnistankis). A
r r r 18 pav.
I=[1Pdn=[1Pc2nld=2nc/1Pd =2nc (1%4)] =
m 0 0 0
=0T r4/2,
5. Rutulys su kiauryme centre ( sukantis apie tokia asi, kaip ir pilnavidurio rutulio
16 pav. atveju).
onri= m, todél
I=mr?/2. %)
= @5y m(r-r2)(rd-r). (5)
3. Tiesus plonas strypas ( besisukantis apie statmena strypui simetrijos as{ OOy ).
o] |
dm=qdr(q -ilginistankis). . . . .
IN\ 2 Cia rp —rutulio, o rp —kiaurymés spindulys.
< > < =2[dm=2[r -
/2 rodr dm I=2/rfdm=2/r"qgdr=
o} m2 0
2 19 pav.
=2q(r*/3)|=ql¥12. Kadangi gl =
17 pav. 0 . e L
=m tai 6. Plonasiené sfera arba tus¢iaviduris kamuolys, burbulas ( sukantis apie tokia pat
' a8j, kaip ankstesniais dviem atvejais ).
18
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I=2mr?3.

20 pav.

( (6) lygybe nesunku gauti istacius i (5) formulg riba, kai ro — r1).

7. Pilnaviduris kagis ( besisukantis apie simetrijos asj OOy ).

O

I =3mr?10.

(0]
21 pav.

©)

U]

8. Plonasienio kiigio Soninis pavir§ius ( sukantis apie tokia pacia a$i, kaip praeitu

atveju).
O

I =mr?2.

O
22 pav.
20
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9. Bet koks skriemulys ( su stipinais ir jvairiomis kiaurymémis ).

Yra biidy ( véliau tai aptarsime ) eksperi-
menti$kai nustatyti duotos masés m skriemulio
inercijos momenta I duotos asies O atzvilgiu.

Tuomet raSoma plono lanko inercijos momento

formulé (1):

I=mrd ©)

23 pav.

I§ Sios lygybés randame
(10)

ri=V1/m.

Spindutys—Tvadinamas inercijos spinduliu. (10) lygybé yra inercijos spindulio
apibrézimas. Uzdaviniuose skriemulio inercijos spindulys paprastai nurodomas salygose.
Tuomet inercijos momentas randamas pagal (9) formulg.

Pratybos
1. Raskite storasienio vamzdZzio inercijos momenta simetrijos asies O atzvilgiu.

Vamzdzio masé m, o iSorinio ir vidinio pavir§iy spinduliai atitinkamai lygas ry ir

r2 (24 pav.)

Sprendimas

Masés elementa dm parenkame panasiai, kaip
vienalyc¢io disko atveju:

dm=p2mnrdrl,
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kur p - tankis, o | — vamzdzio ilgis.
r 5}
I=frPdm=2npl[tdr=2npl (*4)|= npl(r=r)Y2=(pml/2) (-
m r r
2 2
-I'zz)(l'12+l’22).
pml (r=r?)=m. Todél ieskomas

l=m(rl+r?)/2. (11)

2. Raskite plonasienio kiigio viso pavirSiaus inercijos momenta simetrijos asies OO
atzvilgiu.

Oy

(Ats.: | =mr%2, kur m — viso pavirsiaus masé )

o

25 pav.

Pastaba: visais Siame skirsnyje nagrinétais atvejais sukimosi asis eina per kiino masiy
centrg.

1.5 Steinerio — Heigenso ( Hiuigenso ) teorema

Ta teorema nurodo rysj tarp kietojo kiino inercijos momenty dviejy lygiagreciy
aSiy atzvilgiu.

Tegul z — y asis eina per kietojo kiino masiy centra C, o asis z’ lygiagreté z — y
aSiai ir atstumas tarp ty aSiy 1. y- y ir y’ —y aSys sutampa. Kiino inercijos momenta z — g
aSies atzvilgiu pazymékime I arbalc, 0 2 —y asies atzvilgiu — 1.

Pagal inercijos momento apibrézima, 1.3 paragrafo (13) formulg
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Y
v
X
X
27 pav.
n n
|c=|z=i§,1mi ri2=i221mi(xiz+yi2), 1)
n n
lz=3m ri’zfﬂE m (X' 2 +yi'2). @
1827 pav. matyti, kad
Xi =X,
©)
yi=yi 1.
(3) lygybg irasome i (2). Gauname:
L=Ym (x2+y2+1P=21y) =S m(x2+y2)+ P m—-21 X my:; (4
I I I 1

Y mi=m ( visa kiino mas¢ ).
I

Pagal masiy centro apibrézima (1.1 paragrafo (1))
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ycz_Emiyi/m:O,
i

nes masiy centro koordinaté yc =0 ( Zr. 27 pav. ). Todél ¥ m; yi=0.

Tada, dar atsizvelgus (1), i§ (4) gauname:

Iy =lc+ml?. (5)

Tai ir yra Steinerio — Heigenso ( Hiuigenso ) teorema:

Kiino inercijos momentas kurios nors asies atzvilgiu lygus jo inercijos momentui
atzvilgiu asies, lygiagrecios su duotaja ir einancios per kiino masiy centra plius masés ir
atstumo tarp asiy kvadrato sandaugai.

Sia teorema remiantis, galima rasti kiino inercijos momenta jvairiy asiy atzvilgiu.
Ch. Huygens — olandy fizikas, mechanikas, matematikas ir astronomas, gyveno 1629 -
-1695 m.
Pratybos
1. Apie kokia asi O; turi suktis vienalytis diskas, kad jo inercijos momentas biity

toks, kaip tokios pat maseés ir spindulio plono lanko inercijos momentas, sukantis
apie a§{ O ? (28 pav.)

Sprendimas

Pazymékime OO; = |. Lanko inercijos momentas
li=mr?.

Disko inercijos momentas, sukantis apie asj Oy,
28 pav.

l,=ml?+mr?2.

1=l todélmr?=ml?+mr¥2=|=r/\V2=071r.
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2. Kaip pasikeis r spindulio skriemulio inercijos spindulys, jeigu skriemulys, sukgsis
apie simetrijos a§j O, pradés suktis apie asj Oy ?

Q O (Ats. r2=r2+1% &arirr, — pradinis ir pakites
inercijos spinduliai )
(o] o1
r
29 pav.

3. Kiek karty pasikeis tiesaus plono strypo inercijos momentas, jei strypas, sukgsis
apie simetrijos asi, pradés suktis apie a$j, einancia per strypo gala ir lygiagrecia
simetrijos aSiai ?

1.6 Kinetiné besisukancio kietojo kiino energija. Kionigo teorema kietajam
kiinui

Tegul kietasis kiinas sukasi apie nejudama asj u arba nejudama taska O ( aSis u
laikui bégant keicia krypti ). Tai pagal 1.2 paragrafo (1) bet kurio tagko A arba m; greitis

vi=[ori].

Pagal Tvermés désnj ( 1.5 paragrafas ) kiino kinetiné
energija

30 pav. T= Z m Vi2/2.
i
Vi2 = ((D li SinO(i )2 = (,\)2 Riz. Todél

T=Ymw’R?/2=(w?/2)3 mR>2
I I
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Pagal 1.3 paragrafa Y m; R2=1 (inercijos momentas aSies u atzvilgiu ).
Taigi

T=l0?/2 &)

Matome, kad besisukancio kietojo kiino kinetiné energija skaifiuojama panasiai kaip
slenkamojo judéjimo atveju, tiktai vietoj slenkamojo judéjimo greiCio v reikia imti
kampinj kiino greitj m, o vietoj masés m —inercijos momenta 1.

Prisiminkime Kionigo teorema bet kokiai sistemai ( Tvermés désniy 1.5
paragrafas):

T=Tc+MvZ2.

Cia ve _masiy centro greitis, o T — kinetiné energija masiy centro atzvilgiu.
Kietajam kiinui, remiantis (1) lygybe,

Te=lcw?/ 2, )]

kur I — inercijos momentas aSies, einan¢ios per masiy centra, atzvilgiu. Todél Kionigo
teorema kietajam kiinui galime paraSyti taip:

T=l.0?/2+mvZ/2. €))

( Kiino masg pazyméjome mazaja m ).
Zodziais $ig teorema pasakysime taip pat, kaip ir bet kokiai sistemai:

Kietojo kiino kinetiné energija yra lygi masiy centro kinetinei energijai plius
kinetiné energija masiy centro atzvilgiu.

Ta teorema tinka bet kokiam kietojo kiino judéjimui — kai kiinas sukasi ir slenka ( masiy
centras juda ). Kai masiy centras ngjuda ( vc = 0 ), kietojo kiino kinetiné energija

T=l.w?/2 @
Kai kiinas juda slenkamuoju judéjimu (0 = 0),
T=mvd/2 (5)

Pratybos

1. Planetini mechanizma horizontalioje plok§tumoje suka vienalytis strypas OA,
kuris jungia triju vienody skriemuliy centrus. I skriemulys jtvirtintas. Skriemuliai
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vienas kitu neslysta. Strypas OA sukasi kampiniu grei¢iu m, kiekvieno skriemulio
masé m ir spindulys r, o strypo masé M. Raskite mechanizmo kineting energija T.

Sprendimas

II skriemulys sukasi pries laikrodzio rodyklg
kampiniu greiciu

m=0+0=20.
111 skriemulio kampinis greitis
wz3=m-w=0.
Kiekvieno skriemulio inercijos momentas
li=mr?2.
Strypo OA inercijos momentas
=M (4r)*/12+M (2r)?=16 M r?/3.
1T skriemulio kinetiné energija
To=lh02+m(2rm)/2=3mr’ o?

IIT skriemulio kinetiné energija

Ts=m(4rw)*/2=8mr’ o’
Strypo OA kinetiné energija

Toa=l,0?/2=8Mr’w?/ 3.
(Toa# M V¢ / 2, nes strypas sukasi ).
Ieskoma kinetiné energija

T=To+Ts+Toa=r"w?(33m+8M)/3.
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2. Ploks¢ias mechanizmas sudarytas i$ trijy vienaly¢iy strypu AB, BC ir CD, kurie
lankstomis A ir D pritvirtinti prie luby ir gali suktis apie horizontalia asi AD. AB
=DC =1, BC = AD. Strypy AB ir CD masés yra my, o strypo BC masé mo.

Strypai AB ir CD sukasi kampiniu grei¢iu .

Raskite mechanizmo kinetine energija T. ( Ats.:

T=1P0?(2m+3m,)/6).

32 pav.

3. m masés ir spindulio r skriemulys, kurio inercijos momentas simetrijos asies
atzvilgiu yra I, rieda neslysdamas grei¢iu ve. Kam lygi skriemulio kinetiné
energijaT ? (Ats: T = (m+ 1% ) vZ/2).

1.7 Tvermés désniai kietojo kiino atveju

Tvermés désniai kietajam kiinui apibiidinami kaip bet kokiai sistemai. Tiktai yra
keli savitumai.

Pagal Tvermeés désniy skyriaus 1.1 ir 1.2 paragrafus, kai pagrindinis iSoriniy jégu
vektorius R = 0, kiino judesio kiekis K = m v, = congt. (1) Cia m — kiino mas¢, o Vc —
masiy centro greitis. I (1) taip pat seka, kad ir v¢ = const., o masiy centro pagreitis tada
a. = 0. Kai viena kuri projekcija Ry =0, Kx = m v = const. Kai kietas kiinas sukasi apie
nejudama simetrijos asj, tada masiy centro greitis V¢ = 0O, ir kiino judesio kiekis K = mv¢=
=0.

Taip pat pagal Tvermés désniy skyriaus 1.3 paragrafa, kai pagrindinis iSoriniy
jégu momentas M = 0, kiino judesio kiekio momentas L = const. Kai kietas kiinas sukasi
apie simetrijos asj, remiantis $io skyriaus 1.3 paragrafo (15) formule tada

@

Kai vienakuri projekcijaM; =0, pagal 1.3 paragrafo (19) formule

L, =1, ®=const. (3

Jeigu kiino inercijos momenta sukimosi asies z atzvilgiu sumazinsime, kampinis greitis
o padidés ir atvirk§¢iai — padidinus |, sumazés . Tai daznai sutinkams reiSkinys.
Atsiminkite, kad (3) (2r.1.3 paragrafa) galioja bet kokios formos kiinams, besisukantiems
apie bet kuria a$j.
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Pagal Tvermés désniy skyriaus 1.5 paragrafo (10) formulg, sistemos kinetnés
energijos pokytis yra lygus visy vidiniy ir iSoriniy jégu darby sumai: dT = dA" + dA".
Taciau kietame kiine vidinés jégos darbo neatlieka, nes néra kiino daliy tarpusavio
judéjimo: dAY = 0. Todél

dT =dA’. )

Kietojo kiino kinetinés energijos mazas pokytis yra lygus visy iSoriniy jégu elementariy
darby sumai.

Kai iZorinés jégos darbo neatlieka ( dA' = 0), kieto kiino kinetiné energija T = const.

Pratybos

33 pav.

1. Vienalytis rutulys, besisukdamas apie bet kokios krypties asi kampiniu greiciu oy,
atsimusa i nejudanti plok$¢ia pavirSiy kampu o ( 33 pav. ). Rutulys ir pavirSius
slidiis ir absoliutiai tampriis. Raskite, kokiu kampu [ rutulys atSoks nuo
pavirSiaus, koks bus atSokusio rutulio judesio kiekio momentas L’ ir kinetiné
energijaT’.

Sprendimas

Rutulio judesio kiekio momentas prie§ smiigi ( masiy centro C atzvilgiu ) buvo
L = l¢wy. Labai trumpu smiigio momentu T pavir$ius rutulj veikia didele momentine arba
smiigio jéga P, kuri yra daug didesné uz jprastas ilgalaikes jégas, pavyzdziui, sunki m g.
Todél smigio metu galima apsiriboti tik smiigio jégos poveikiu. Kadangi abu pavirSiai
slidis, tai smiigio jéga P bus statmena | tuos pavirsius ( nebus trinties jégos ) ir eis per
rutulio masiy centrag C. Jos momentas tasko C atzvilgiu M. = O, todél judesio kiekio
momentas nepakis:

L'CZ LC:|C(D’1: lc 0.
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Rutulys po smiigio suksis apie tos pat krypties asj tuo pac¢iu kampiniu grei¢iu.

Absoliu¢iai tampraus smiigio metu iSoriniy jéguy atliktas darbas dA' = 0 ( smiigio
pradzioje jis yra neigiamas, o pabaigoje — teigiamas ), todél rutulio kinetiné energija taip
pat nepasikeis:

T =T=lc 42 +mve42 =l 0,42 +mv/2.

Kadangi o'y = wi, ta ir V'¢ = Ve Masiy centro grei¢io didumas §io smiigio metu
nepakinta.

Kadangi smiigio jéga P statmena X asiai, tai rutulio judesio kiekio projekcija i ta
a$j nepakinta:

MV’ x=MVex; Vex = Vex-

Todél trikampiai BCG ir DCE yra lygis, taigi
o=f.

Rutulys atSoks nuo pavirsiaus tuo paciu kampu, kokiu ir krito.

2. Vienalytis diskas, kurio masé m ir spindulys R, sukasi apie asi O kampiniu grei¢iu
o (34 pav.). Tam tikru laiko momentu disko aSis O atpalaiduojama ir
itvirtinamas taskas ( asis ) A.

Raskite disko sukimosi apie as{ A kampinj greiti

 tuoj po jtvirtinimo. Kam lygus aSies A poveikio diskui
itvirtinimo momentu impulso projekcija Sy ? ( Pravartu pri-
siminti 1.3 paragrafo pratyby 2 uzdavini, taip pat paaiskinti,
kodél tinka arba netinka tas ar kitas tvermés désnis ).

(Ats: Sc=mRw,/3).

34 pav.

3. Per skridinj, kurio spindulys r ir inercijos momentas sukimosi

aSies O atzvilgiu I, permesta virvé. [ taska A isikibo bezdzioné,

J— o taSke B pririStas kiinas ( 35 pav. ). Ktino ir bezdzionés masés m
VA yra vienodos. Kokiu grei¢iu vg judés kiinas B, kai bezdzioné pra-
deés lipti aukstyn greiciu v, virvés atzvilgiu? Virvés masés nepai -

sykite ( Pravartu § uzdavinj palyginti su Tvermés désniy konspekto

1.3 paragrafo pratyby 3 uzdaviniu ).

mj A B
C1m

35 pav.
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1.8 Pagrindiné sukamojo judéjimo dinamikos lygtis

Panagrinésime viena svarbiausiy kieto kiino dinamikos temy. Prisiminkime
Tvermés désniy konspekto 1.3 paragrafo teorema apie sistemos judesio kiekio momento
kitima:

M =dL/dt, (1)

kur L — sistemos judesio kiekio momentas kurio nors tasko ( nejudanéio ) atzvilgiu, M —
pagrindinis iSoriniy jégy momentas to paties tasko atzvilgiu.

Kietajam kanui, besisukanéiam apie simetrijos asj, pagal S0 konspekto 1.3
paragrafo (15) formulg

L=la, @

kur | — inercijos momentas tos aSies atzvilgiu, o @ - kampinis greitis. Kaip ir 1.3
paragrafe, ta asj pasirinkime z ( 36 pav. ).

Taskas O, kurio atzvilgiu skai¢iuojame

z vektorius L ir M, gali bati bet kur sukimosi

L aSyje. Dabar (2) lygybg iraSykime i (1):

dL/dt =d (| w)/dt = | dw/dt = | €, nesinercijos

momentas | yra pastovus, o dw/dt — kampinis pagreitis €.

= "

36 pav.

le=M. ®)

I§ Sios lygybés matyti, kad kampinis pagreitis & nukreiptas pagrindinio iSoriniy jégy
momento M kryptimi. PanaSiai iSlygybés ( zr. Tvermés désniy konspekto 1.2 paragrafa )

Ma =R 4

matyti, kad masiy centro pagreitis ac visada yra nukreiptas pagrindinio iSoriniy jégu
vektoriaus R kryptimi arba i§ II Niutono désnio

ma=F ®)
matyti ( tai pabrézéme Tasko dinamikos skyriuje ), kad tasko pagreitis a visada

nukreiptas veikian¢iy jégu atstojamosios F kryptimi. Taigi analogija yra tokia:
slenkamojo judéjimo pagreiti a arba a. atitinka sukamojo judéjimo kampinis pagreitis €, 0
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vieno kiino mas¢ m arba sistemos mas¢ M sukamajame judéjime atitinka kietojo kiino
inercijos momentas 1. (5) lygybé¢, kaip Zinome, yra pagrindiné tasko dinamikoje, (4) -
pagrindiné tasky sistemos ir kietojo kiino slenkamojo judé¢jimo dinamikoje, o (3) lygybé
yra pagrindiné kietojo kino sukamojo judé¢jimo dinamikoje. Tai II Niutono désnio
atitikmuo.

Konkre¢iy uzdaviniy sprendimui, kaip zinome, paprastai naudojamos skaliarinio
pavidalo lygtys. Besisukan¢iam kietajam ktinui jas gausime (3) lygybg projektuodami |
sukimosi asj z:

le,=M, (6)

Tai atitinka tasko dinamikos lygti
may = Fx.
I8 Kinematikos skyriaus Zinome, kad tasko pagreicio projekcija
a = dv/dt = dx/dt’.
Atitinkamai
€, = dwfdt = d?p/dt?,

kur @ - kiino pasisukimo kampas ( taip pat Zinome i§ Kinematikos ). Todél (6) lygti
galima paraSyti taip:

I (d®p/dt?) = M. O]

I§ Sios lygties, Zinant pagrindinio ioriniy jégy momento projekcija M,, galime rasti
kietojo kano pasisukimo kampa ¢ bet kuriuo laiko momentu:

o =0(). (8

(8) lygti taip pat vadina kietojo kiino judéjimo lygtimi arba sukimosi désniu. Tokio
désnio atitikmeniu tasko dinamikoje gali buti, pavyzdziui, lygybé

X=Xo+ Vox t+ Fx t2/2m.

Kadangi mes nagrin¢jame kieto kiino sukimasi apie viena a$j z, tai kampinis greitis
o ir kampinis pagreitis € bus nukreipti arba z aSies kryptimi, arba ja prieSinga,
priklausomai nuo z asies krypties pasirinkimo ir nuo pagrindinio iSoriniy jégy vektoriaus
M krypties. Kiino sukimasis bus arba greitéjantis ( kai o didumas didés ), arba létéjantis (
kai o didumas mazés ), arba tolyginis ( kai ® = const. ). Laikui bégant kampinis greitis ®
gali pakeisti krypti — kiinas gali pradéti suktis prieSinga kryptimi. Kai kampinis pagreitis
€ yra pastovus, sukimasis yra tolygiai kintantis ( tolygiai létéjantis arba tolygiai
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greitéjantis ), kai € laikui bégant kinta, sukimasis yra netolygiai kintantis. I§ auksciau
pasakyto seka, kad nagrinéjamu atveju €, =+ €, M, =1 M, ir (6) lygybé bus:

le=M. 9)

Tai atitinka II Niutono désnio paraSyma pavidalu m a = F, kur a ir F yra kiino pagreicio ir
jégos didumai.

Kai kietasis kiinas sukasi ne apie simetrijos asj, o apie bet kurig kita a$j z arba
kiinas yra bet kokios formos, tai, kaip matémel.3 paragrafe, nebegalioja (2) lygybé: L =
= | ®. Judesio kiekio momento L kryptis nesutampa su kampinio grei¢io @ kryptimi.
Taciau tada galioja lygybé ( zr. 1.3 paragrafo pratyby 3 uzdavinj ):

L.=lw,=1 . (20

Taip pat galioja (1) lygybé, i§ kurios seka:
dL,/dt = M,. (11)

(10) lygti iraSome { (11):

dL/dt = | dm/dt = | d?p/dt?;
M, = | d?p/dt?.

Gavome(7) lygti. Taigi (7) arba (6) lygtis tinka bet kokios formos ( taip pat plokstiems )
kietiesiems kiinams, besisukantiems apie bet kokia a§j. Sukantis apie simetrijos asj, tinka
ir (9) lygtis.

Kai nereikiaieskoti pasisukimo kampo ¢ = ¢(t), o pakanka Zinoti kampinj greitj
o = o(t), tai { (7) lygti vietoj d’p/dt? jrasome dw,/dt ir gauname:

| do /dt = M. (12)

KiaM; = const., ( tai dazni atvejai ) i§ (12) nesunkiai randame ;: | dw, = M, dt, do, =
=M;dt/l,

t t
Wz - Wz = I(!\/IZ di/l = (M/1) Jodt =M t/I. (05— pradiné kampinio greicio projekcija ).

®; =W+ M t/1,
(13)
arba W7 = Wz + €z L.
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Projekcijos indeksus galimair praleisti. Tuomet galimarasyti:

O=0tMt/I, (24)
®W=wmet €t.

Cia reikia teisingai parinkti zenkla.

Pratybos

1. m = 14 kg masés kiinas pakabintas lengvu netjstanc¢iu sitilu, kurio kitas galas
uzvyniotas ant vienaly¢io disko pavidalo skriemulio ( 37 pav. ).

Skriemulio masé my = 30 kg, spindulysr = 20 cm. Raskite :

1) kabanciojo kiino pagreitj a, 2) skriemulio kampinj pagreiti €,

3) sitlo jtempima T, 4) nejudandios asies O reakcijos jéga N. Sitlas
skriemuliu neslysta, aSies O trinties nepaisykite.

A
Sprendimas
m Pazymékime ( 38 pav. ) kabantjji kiing ir skriemulj
veikiancias jégas. RaSome kabanciojo kiino, skriemulio
masiy centro O judéjimo lygtis ir skriemulio sukamojo
37 pav. judéjimo lygti:
N
\ mg-T=ma
r mxg+T-N=0,
O, =
M )/ T le=Tr.
Beto, e =a/r, o skriemulio inercijos momentas
I =my r?/2. T§ ty ( penkiy ) lyg&iy randame visus
mg |::| T ieSkomus dydZius:
m g

38 pav.
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1) a=myg/(m+my/2)=0483g=474m/s,
2) e=a/r=237rads’,

3) T=mmpg/(2m+m)=71N,

4) N=mp(3mi+mp)g/(2m+mp)=365N.

2. Nejudantis 0,15 m spindulio diskas A nuleidziamas ant

dirzo BC, judancio 1,3 m/s greiciu ( 39 pav. ).Nustatykite disko
sukimosi désnj @ = @(t), jeigu trinties tarp jo ir dirzo koeficientas
lygus 0,4. ( Ats.: laika t; diskas suksis greitédamas, o po to pastoviu
kampiniu greiciu. ¢ = 26,2t? (rad ), kai 0<t<t; ir
¢=(868t-0,72) (rad ), kai t > t; = 0,166 () ).

3. Skriemulys, kurio spindulys r, masé¢ m ir inercijos momentas
asies O atzvilgiu [, jsuktas kampiniu grei¢iu mo 40 pav. parodyta
kryptimi ir pakabintas virvele prie sienos. Trinties koeficientas
tarp skriemulio ir sienosyrau, o virvelé su siena sudaro kampa
o. Kiek laiko t skriemulys suksis ? Koks ¢ia yra ribinis atvejis ?

40 pav.
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1.9 Giroskopasir jo tailkymai

Giroskopu vadina vienalytj kiina, besisukantj

dideliu kampiniu grei¢iu apie savo simetrijos asj.

L Ta asi pazymékime z, kiino kampini greiti ; (41 pav.)
ir inercijos momenta tos asies atzvilgiu I,. Tuomet pagal

1.3 paragrafo formulg (15), kai asis z nejuda, kiino jude-

sio kiekio momentas L , bet kurio toje asyje esantio ( neju-

dancio ) tasko O atzvilgiu

Lo=l 0. D

41 pav.

L, nukreptas z aSies kryptimi.
Tegul dabar z asis néra nejudanti, o sukasi
kampiniu grei¢iu o; apie kita asi & (42 pav. ). Tuomet
atstojamasis kampinis greitis

W= +w,
0 judesio kiekio momento L, kryptis nesutaps su z aSimi.
Tegul kampinis greitis m; yradaug karty mazesnis
uz kampinj greiti @1 (@1 >> 0, ). Tadagalimatarti, kad
judesio kiekio momentas L, apytikriai nukreiptas kampinio
greicio @y kryptimi (43 pav. ):

o=l 1. ]
(2) prielaida besiremianti teorija vadinama elementaria giroskopo teorija.

g

u

0 43 pav.
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Prisiminkime teorema apie sistemos ( taip pat ir kietojo kiino ) judesio kiekio
momento kitima. Pagal ta teorema ( Zr. Tvermés désniy 1.3 paragrafo (14) ):

M =dL, /dt, (3

kur M — pagrindinis iSoriniy jegy momentas tasko O atzvilgiu.

M 1§ Kinematikos Zinome, kad v = dr/dt, kur
v r —judancio tasko M padéti nurodantis radiusas
r vektorius, 0 v —tasko M greitis ( 44 pav. ). Tagiau
44 pav. yra analogiskas 43 pav. Todél galime tarti, kad
(0]
44 pav. u=dL,/dt, 4

kur u — vektoriaus L, galo tasko A greitis ( 43 pav. ). Kadangi taSkas A sukasi apie a$j &
kampiniu greiéiu wy, tai pagal Kinematikos konspekto 2.6 paragrafo (14) formulg:

u=[mzLo]. (5

Cia jrase L, israidka i§ (2) gauname, kad

u=[wzl m]
arba
dLo /dt = [@2 1, 001 ]. (6)
13(6) ir (3) seka
M=1[ @ o] (7)

Tai pagrindiné Sios giroskopo teorijos lygtis ( yra dar kita, iSsamesné giroskopo teorija ).
Ta lygtis parodo, koks turi buti giroskopa veikiantis iSoriniy jégy momentas M, kad
giroskopo simetrijos a$is z suktysi kampiniu greiiu ;. Atsiminkime, kad |, yra
giroskopo inercijos momentas simetrijos asies atzvilgiu.

Kadangi iSoriniy jégy momentas M veikia giroskopa, tai pats giroskopas veiks ta
irengini, kuris giroskopo asi suka kampiniu greic¢iu @, jégos momentu

(-M)=l;[ma]. (8)
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Sis dydis (- M ) vadinasi giroskopo momentas. Esant dideliam kampiniam greigiui o,
giroskopo momentas taip pat yra didelis ir net gali sulauzyti sukimosi a$j laikancias
atramas.

X ‘\ ( ....................
( ....................
A ( ....................
224 \‘l ¢ (V] S Z
Na B

45 pav.

Pailiustruokime giroskopo momento veikima véjo maliin¢lio arba véjo variklio
atveju. Jeigu besisukantj apie simetrijos a$i AB kampiniu grei¢iu @, maliinélj véjas staiga
pasuka kampiniu grei¢iu m; apie vertikalia a$j X, tai maltinélis tuo mamentu paveiks asj z
jégos momentu (- M ) =1, [ @y @] (45 pav. ). Dél to maliinélio sukimosi asis z paveiks
guoli B | virSy jéga Ng, o guoli A paveiks papildomai | apalia jéga Na ( z &Sis bus
sukamalink X aSies arba vektorius m; bus sukamas link vektoriaus @, ).

Atskiras giroskopo atvejis yravilkelis.

Tegul vilkelis sukasi apie savo simetrijos asj z
dideliu kampiniu grei¢iu @; ( 46 pav. ). Ta sukimasi
vadina savuoju sukimusi. Tuomet, kaip ir 43 pav., z

aSies kryptimi bus nukreiptasir vilkelio judesio kiekio
momentas L, ( apskai¢iuotas nejudancio tasko O atzvil-
giu, kuriame vilkelis remiasi | grindis ). Vilkelio masiy
centro C padéti nusakanti vektoriy pazymékime a. Jeigu
vilkelj veikia tik sunkio jéga mg ir grindy reakcijos jéga
N, tai vilkelj veikian¢iy jégy momentas tasko O atzvilgiu

M=[amg] ©)

bus statmenas { vektorius a ir g, t. y., bus nukreiptas horizontaliai ir statmenai {
plok§tuma, kurioje guli z ir & aSys. Pagal lygybes (3) ir (4) M = u, todél vektoriaus L,
galo taskas A judés horizontalia kryptimi apskritimu ( jo centras taske O1 ) greiiu u, i$&
aSies galo zitrrint prie$ laikrodZio rodykle. Tuo paciu vilkelis ( jo simetrijos ais z ) suksis
apie vertikalia a3 & To sukimosi kampinj greiti, panaSiai, kaip 42 ar 43 pav.,

38
www.olimpas.It

pazymékime ;. Toks vilkelio sukimasis ( apie a§j & ) vadinamas precesija , 0 @, —
precesijos kampiniu grei¢iu. Kampas § ( 46 pav. ) vadinamas nutacijos kampu.

Rasime precesijos kampini greitj w,. Sunkio jégos momento didumas M =
=amgsing, o i8 (7) lygybés M = I, mm Sind. Taigi |, mxmq Sind =amg sind ir

my=amg/l; ;. (20)

Zodziais tai galima pasakyti taip:

Pracesijos kampinis greitis atvirk§¢iai proporcingas savojo sukimosi kampiniam grei¢iui.

Savojo sukimosi kampiniam grei¢iui w1 mazéjant ( paprastai taip btina dél trinties ),
precesijos kampinis greitis m; didéja.

Dél to, kad Zemé yra Siek tiek suplota iSilgai savo sukimosi adies z ( 47 pav. ),
daugiausia dél Saulés Sy poveikio Zemés sukimosi asis z ( NS ) taip pat sukasi precesijos
kampiniu grei¢iu wp apie asj &, statmeng ekliptikos plok&tumai OS;.

47 pav.

Tas greitis nedidelis. Viena karta apie a$j & Zemés sukimosi asis NS apsisuka apytikriai
per 26000 mety. Taigi Zemei

o2 / 01 = (26000 - 365 )%,
kuroy=2n/T=2n/(24-60-60) (rad/s).

Jeigu giroskopas sukasi apie masiy centra ir ji veikia tik tos jégos, kurios buvo
parodytos 46 pav., tai atstumas a = 0 ir i$ (10) matyti, kad @, = 0. Tokio giroskopo
savojo sukimosi aSis z ir judesio kiekio momentas L, nekeicia krypties erdvéje. Tokiu
giroskopu galima pademonstruoti Zemés sukimasi apie savo asi. Zinomi taip pat
giroskopiniai kompasai, prietaisai laivuose, nustatyti horizonto linija, bombonesiuose
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nusitaikyti { taikinj. Giroskopy savybémis remiasi vienbégiu gelezinkeliy projektai, tos
savybes turi jtakos vaziuojant dviraciu.

Mes rémémés lygybe M = u, kur vektoriy U vadinome greiciu. Tadiau §is greitis
turi kita dimensija, negu dr/dt, nesu = dL ,/dt, o ne dr/dt. Dar kita dimensija turi Tvermés
désniy konspekte nagrinétas judesio kiekio kitimo greitis dK/dt = R. Vieno ty grei¢iy
dimensijayranvs, kito — jéga, tre¢io —jégos momentas.

Pratybos

1. Greitacigio laivo turbinos veleno mas¢ m = 1000 kg, inercijos momentas
simetrijos asies atzvilgiu |, = 637 kg - m? ir savojio sukimos greitis n = 3000

apsisukimy per min.
z
— — ¢
P

48 pav.

Laivas bangose svyruoja vertikalioje plokStumoje taip, kad kampas ¢ tarp turbinos
simetrijos aSies z ir horizonto linijos kinta harmoniskai pagal désni

@=@ocos(2nt/T)

periodu T = 15 s su amplitude @, = 10°. Laivo turbinos veleno asis itvirtinta dviem
guoliais A ir B, tarp kuriy atstumas AB =1 m. ( 48 pav.).

Kokia didZiausia papildoma jéga Nmax ir Kuria kryptimi besisukangios turbinos
veleno asis veiks guolius A ir B dél bamgavimo, palyginus su nesisukancios turbinos
poveikiu ?

Sprendimas

Giroskopo momentas (- M ) = I, [ @, @; ] bus nukreiptas X aSies kryptimi arba jai
prieSinga priklausomai nuo laivo sukimosi ( dél bangavimo ) krypties apie horizontalia
a$i Y (49 pav. ). To sukimosi kampinis greitis @, ir giroskopo momentas (- M ) kei¢ia
krypti periodu T. Kadangi savojo sukimosi kampinis greitis ®; statmenas su kampiniu
grei¢iu @, dél bangavimo, tai
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M | rex = Mima = 1 01 (@2)maxc
(2)max = (do /At )max ={ -2 @ SIN2Ht /T )/ T }max =2 @0/ T.

Todel

Mmax =21 @0l 01/ T.

Guolius A ir B veikianéios jégos Na ir Ng sudaro jégy dvejeta. Na = Ng = N. Sio dvejeto
didziausias momentas ( Zr. Statikos konspekta )

Mimax = Ny - AB.
Todél ieskoma jéga Nmax = 27 @o |, 01/ ( T - AB ). [raSome skaitines vertes: w1 =
=2nn/60=1007 (rad/s). ¢o=10°=21-10/360=m/18 (rad).

Nimex =637 - 2 - 100/ (1- 18- 15) =~ 14600 (N ).

Ta daugiau uz turbinos veleno svorj mg = 9810 ( N ). Jéga Npa Vveiks guolius
horizontaliai | deSing arba | kairg, pakeisdama kryptj periodu T.

horizont.

49 pav.

2. Rutuline lanksta O itvirtintas giroskopas sukasi apie simetrijos a$i z savuoju
kampiniu grei¢iu m; pagal laikrodzio rodykle, zitirint i§ tos aSies galo, ir tuo pat
metu juda pastoviu precesijos kampiniu grei¢iu o, apie asi & (50 pav. ).

g
(Q7)

9 01

c]l — z
é Il’ N~ ~ 50 pav.
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Nutacijos kampas © = 90°, giroskopo masé m, inercijos momentas z asies atzvilgiu I,
atstumas nuo lankstos O iki giroskopo masiy centro C yra 1. 1) Raskite rysj tarp kampiniy
grei¢iy didumy oy ir wp. 2) Kokiavektoriaus o kryptis ?

(Ats: mmp=mgl/1;)

3. Dvira¢io ratas jsuktas dideliu savuoju kampiniu grei¢iu w; tokia kryptimi, kokia
parodyta 51 pav. Norint pasukti rato aSele AB apie a8j &, aSelé pradéjo papildomai spausti
guolius A ir B jégomis Na ir Np, guliniomis popieriaus ploks$tumoje bréZinyje
parodytomis kryptimis. Kokia kryptimi apie asi & buvo sukama aSelé AB ? NubréZkite to
sukimo kampinio greicio vektoriy op.

51 pav.
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1. 10 Analogija tarp slenkamojo ir sukamojo judéjimo charakteristiky

I§ viso mechanikos kurso, ka iki Siol mokémés, galima sudaryti tokia
slenkamojo ir sukamojo judéjimo analogijy lentelg. Ja pateikiame nenurodydami skirsniy

ar formuliy, i$ kur tai yra gauta.

Slenkamasis judéjimas Sukamasis judéjimas

X —koordinaté ¢ —postikio kampas

Vv —greitis o - kampinis greitis
a—pagreitis & - kampinis pagreitis
m—masé | —inercijos momentas

F —jega M — jégos momentas

k, K —judesio kiekis ( impulsas)
k=mv,K=M v,
F = dk/dt
ma=F, ma=F
T = mv?%2 —kinetiné energija
V=Voxat(ka a=const.)
X=Xo+ Vot +at¥2 (kai a=const.)

I, L —judesio kiekio momentas

I=[rk],L=lo
M = dL/dt
le=M,le=M

T = | %2 — kineting energija
w=wmotet(ka e=cons.)
@ =@ozmot +et?2(ka €= const.)

Si analogija gali padéti geriau suprasti mechanikos désnius, praversti sprendziant

uzdavinius.

1. 11 [vairts kietojo kiino dinamikos pavyzdziai

1. Kietasis kiinas sukasi ir slenka.

Jo masé M, masiy centro greitis duotuoju

momentu Ve, 0 judesio kiekio momentas

nejudancio tasko O atzvilgiu yra L, ( 52 pav. ).

o) Kam lygus judesio kiekio momentas L 1 bet kurio

52 pav.
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kito nejudancio tasko O atzvilgiu ?

Sprendimas




Pasinaudokime 1.3 paragrafo (16) formule:
Lo=[re K] +Lg,

kur K =M v (judesio kiekis ), o L — judesio kiekio momentas masiy centro C atzvilgiu.
Anaogiskai:

Lo=[r'¢K]+Le
1852 pav. matome, kad
r'e:=0,0 +re.
Todél
Laa=[O0:10,K]+[rcK]+Lc=[0:0,K]+Lo.
rase K iSrai$ka, gauname
Lou=Lo+[010,Mvc]. @

Kai masiy centras nejuda (v¢ =0), Log = L, —tadajudesio kiekio momentas nuo tasko O
padéties nepriklauso.

2. lilgio ir m masés vienalytis

ofe} strypas OA bei su juo standZziai
sujungtas M masés ratas sukasi

/ apie horizontalig asj O kampiniu
& m grei¢iu o ( 53 pav. ). Rato inercijos

momentas asies A atzvilgiu Ia. Ras-
kite tos sistemos judesio kiekio mo -
mentg L, tasko O atzvilgiu.

Sprendimas

53 pav.

I8spregsime uzdavinj 2 budais.
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1) Remiantis 1.3 paragrafo pratyby 1 uzdaviniu,
Lo=loo,

kur pagal 53 pav. parodyta sukimosi krypti kampinis greitis @ Yyra statmenas brézinio
plokstumai ir nukreiptas { skaitytoja, o I, — sistemos inercijos momentas O asies atzvilgiu:

lo=Im+lwm,
kur Im ir Iy —strypo ir rato inercijos momentai aies O atzvilgiu.
Remdamiesi 1.4 paragrafo (3) lygtimi ir 1.5 paragrafo Steinerio — Heigenso
teorema (5), raSome:
Im=mIZ12+m(12)2=mI%3, Iy =1a+ M I
Todél
lo=(M+m3) 12+ 14
ir ieSkomas
Lo=((M+m3)1P+1x) 0.
2) Remsimés 1.3 paragrafo (18) formule:
Lo=lco+[rcMve].
Pagal Sia formulg randame atskirai strypo ir rato judesio kiekio momentus L gm ir Lom.
Lom=ml?@/12+[ OC, mv,].
Vektoriné sandauga [ OC m v, ] nukreipta | skaitytoja — vektoriaus @ kryptimi. Todél
[OCmV.]=0C-mv.- 0o =(l1/2)m(1/2) o (ww)=ml*w/4;
Lom=(mIZ12+mI¥4) 0 =mI*w/3;
Analogiskai
Lov =la@+[OA,MVaA] =la0+OA - M Va0 =la@+1- Ml ow/o=
=(la+M 1?) . leskomas
Lo=Lan+Low=((M+m3)I?+1x) 0.

Gavome ta patj rezultata.
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3. Pragitame uzdavinyje nagrinétoje sistemoje ( 53 pav. ) i§ pradziy strypas OA

nejuda, o ratas su strypu taske B nesujungtas ir sukasi apie asj A kampiniu grei¢iu wo

= 30 rad/s. Rato inercijos momentas I = 0,5 kg m?, masé M = 5 kg, strypo masé m =

2,04 kg, ilgisl=0,6 m.

Staiga ( ikiSus kai$ti B ) rato sukimasis apie a$j A sustabdomas. Kokiu kampiniu

greiCiu o ratas drauge su strypu tuoj po minéto sustabdymo suksis apie asj O ?
( Rato sustabdymo momentu vidinés jégos atlicka darba, todél kinetinés energijos
tvermés désnis negalioja. Tuo pat momentu asis O strypa veikia horizontalia iSorine jéga,
todel judesio kiekio tvermés désnis taip pat negalioja. Galioja judesio kiekio momento
tvermés désnis. Judesio kiekio momentas, rato sukimasi strypo atzvilgiu sustabdzius,
surastas praeitame uzdavinyje. Ats.: ® = lawo/ (l1a+ (M +m /3)1%) =589 rad/s).

4. Laisvai padéto ant dviejy atramy A ir B horizontalaus strypo masiy centras C yra
viduryje atkarpos AB ( 54 pav. ).

'...._ /—\

cC m B/ \}"
V
K c
< | > < 5>
54 pav.

Desinysis strypo galas pakeliamas { aukst] H vir§ atramos B ir paleidziamas. | kokj auksti
h po smiigio | atrama B pakils kairysis strypo galas, jei strypo ilgis 2I, atstumas tarp
atramy 2b, strypo smugis { atrama B plastiSkas ?

Sprendimas

Pazymékime strypo kampinj greitj prie§ pat smiigj { atrama B raide o ir kampinj
greiti tuoj po smiigio ®’. | skaitytoja nukreipta asj pazyméekime x. Abu vektoriai @ ir @’
nukreipti pries x asi. Strypo masg¢ pazymékime m, o jo masiy centro greitj prie$ pat smugi
ir tuoj po smiigio V¢ ir v'e.

46
www.olimpas.It

Nuo paleidimo momento iki smiigio ir po smiigio galioja mechaninés energijos
tvermés désnis. Smiigio metu dalis mechaninés energijos virsta { Siluming energija,
rySkiai kinta judesio kiekis ( kinta masiy centro greits ), nes $alia atramos A reakcijos
jégos Na ir sunkio jégos m g veikia daug karty didesné momentiné atramos B reakcijos
jéga Np. Taigi smigio momentu jégu Na ir mg galima nepaisyti. Kadangi jégos Ng
momentas tasko B atzvilgiu lygus nuliui, tai gauname, kad smiigio metu strypo judesio
kiekio momentas tasko B atzvilgiu nekinta:

LB =L B, .
Remdamiesi 2 uzdavinyje panaudotomis formulémis, raSome:
Le=lco+[BC, mv.].
Projektuojame | X asi:
Lex=-lco+BC-my,
le=m(2)%12=m1%3,BC=b, vc= 0 b, todél
Lex=m(-173+b%) . @
Analogiskai:
Lg' =lco +[BCmv [;
Lex =-lcw —BC-mv¢; Ve =o' b;
Lex =-m(1%3+b%) o' . (b)
Lex = Lex’, todél i§ (a) ir (b) lygybiy gauname:
o =m(12=3b%)/(12+3b?). (©
Pagal minéta mechaninés energijos tvermeés désnj:
la®w%2=mga,
I w?/2=mgu,
kur a — pradinis masiy centro auk$tis, u — galinis masiy centro auk&tis ( pav.
nepazymétas). Kadangi inercijos momentai a$iy ( tasky ) A ir B atzvilgiu lygas (Ia = Ig),
tai i§ paskutiniy dviejy lygybiy seka, kad
(o' /0)=u/a
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1§ brézinio matyti, kad u/a=h/H, todél
(o' /w)*=h/H. (d)
I8 (c) ir (d) lygybiy gauname, kad ieSkomasis
h=H((1?=3b%)/(1>+3b?))%
(b*<12/3abab<1/3 ~0581).
Remiantis 1 uzdavinyje gauta (1) formule
Lot=Lo+[ 010, M v¢],
judesio kiekio momentus buvo galima skaiciuoti kitaip. Pavyzdziui,
Le=La+[BA,mv.]=lco+[AC, mvc]+[BA, mv.]=lco+[(AC+
+BA), mv.]=lco+[BC, mvc].
Gavome tq patj, kaip ir prieStai.
5. Horizontalus vamzdelis CD, kurio
,_l B mas.é: my, ovi.l gisL, Iais./a.i suka.svi.apie
vertikalig as{ AB kampiniu grei¢iu wo

m D (55 pav. ). Tuo metu vamzdelyje atstu-
C N ® mu CE =1 nuo sukimosi aSies yra mazas
E

m masés rutuliukas. Koks bus vamzdelio
kampinis greitis o tuo metu, kai paleistas
rutuliukas isleks i§ vamzdelio ? ASies AB
masés nepaisykite arba ja laikykite plona.
( Tai kiek prapléstas uzdavinys i§ Tvermés
I_, A désniy konspekto 1.3 paragrafo )

55 pav.

6. Apvali vienalyté horizontali disko pavidalo R spindulio platforma sukasi
be trinties apie vertikalia simetrijos asi kampiniu grei¢iu .. Tuo metu ant platformos
stovi 4 vienodo svorio zmonés: du ant platformos krasto, o kiti du pusés platformos
spindulio atstumu nuo aSies. Koks bus platformos kampinis greitis o, jeigu ant jos krasto
stovintys zmonés pradés judéti apskritimu platformos sukimosi kryptimi santykiniu
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linijiniu grei¢iu u, o kiti du minéti Zmonés — ta pacia kryptimi santykiniu linijiniu grei¢iu

2u, kuru =
=9 Ry /8 (56 pav.).

Kiekvieno zmogaus masé¢ 4 kartus
mazesné uz platformos masg. Zmoniy
mases laikykite taskinémis.

AN

A ) B
m
T U T
T2
T V2
u [] a
2
m
V1 29
mg
57 pav.

I8 tos lygciy sistemos randame:
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7. I8nagrinésime Atvudo masinos judéjima.
Atvudo masing sudaro apie nejudancia simetri-
jos a8j besisukantis skriemulys ir per ji permes-

tas sitilas, kurio galuose pakabinti du skirtingy
masiy ktinai ( 57 pav. ). Brézinyje parodytos ir
veikiancios jégos bei kiti dydziai, reikalingi uz-
davinio sprendimui. Paprastai Atvudo maSina
naudojama kiino pagreiciui nustatyti.

Duota kaban¢iyjy kiiny masés my ir mp, skriemu-
lio masé mg, inercijos momentas sukimosi asies O
atzvilgiu I ir spindulys r. Tegul m1 > my, sitilas
lengvas, netjsta ir skriemuliu neslysta. Tada
kabanc¢iyjy kiiny greiciy ir pagreiéiy didumai
lygiis: vi = V2 =V, & = & = a. Sitllo jtempimus
pazyméjome Ty ir T,. Kabantiems kiinams ra-
Some II Niutono désni, o skriemuliui — pagrin-
ding sukamojo judéjimo dinamikos lygtj. Ka-
dangi skriemulio kampinis pagreitise =a/r,

o skriemulj veikianéiy jégu momento asies O
atzvilgiu didumas M = ( Ty — T2 ) r, tai miné-

tos lygtys atrodo taip:

mg-Ti=ma,
To—mpg=ma
la/r=(T1=T2)r.
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a=g(m—-m)/(m+m+1/r%),
Ti=mug(2mp+1/2)/ (my+my+1/r%),
T2=ng(2m1+l/r2)/(m1+m2+l/r2).
Asies O reakcijos jéga:
N=Ty+To+tmag=g(ma+(4mmp+(mg+my) /) /(mg+mp+1/r%)).
Tai pagrindiniai Atvudo masinos judé¢jima charakterizuojantys dydziai. Paprasta rasti ir
skriemulio kampinj pagreitj €.

Pagreitj a galima rasti ir remiantis teorema apie sistemos kinetinés energijos
kitima. Pagal 1.7 paragrafo (4) formulg dT = dA', kur dT — maZas kinetinés energijos
pokytis, 0 dA' —iSoriniu jégu elementarus darbas. Miisy atveju:

dA = (my—m;) gds=(my—m;) gvdt,
T=m v/ 2+mev 2+ 1 w?/2, ® =V /1, todél
T=vVi(m+me+1/r?)/2.
Paskuting lygybg diferencijuojame pagal kintamaji v. Gauname:
dT=2vdv(m+m+1/r?)/2=vdv (m+mp+1/r%)

Pagal minéta teorema apie kinetinés energijos kitima turime:

vav(m+mp+1/r2)=(m—my) gVt

I8 ¢ia ieSkomas
azdv/dt=g(m—mp)/(m+my+1/r?).

8. m mases, r spindulio skriemulys, kurio inercijos

momentas asies O atzvilgiu I, {suktas kampiniu grei¢iu

) ir padétas ant grindy atsirémé { vertikalia sieng ( 58 pav. ).
Skriemulio trinties su grindimis koeficientas u;, 0 su

0 W siena p,. Koks skriemulio kampinis pagreitis € ir kiek

Or | laiko t skriemulys suksis ? Kampini pagreiti € raskite 2

I m biidais: 1) remiantis pagrindine sukamojo judéjimo dina-

mikos lygtimi ir 2) remiantis teorema apie kinetinés ener-

T gijos kitima.
58 pav. (Ats:t=wmo (1+pau2) I/ (Uamgr(1+uz))
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mo 9. Ant spindulio R ir masés m vienalyc¢io ritinio viena eile
uzvyniotas maseés mo lynas. Raskite ritinio kampinio pagreicio
B € priklausomybg nuo kabancios lyno dalies ilgio x, jei visas lyno
ilgisyral. Trintiesritinio guoliuose ir lyno storio nepaisykite.
(Ats:e=2megx/(RI(m+2my)))
X
I
59 pav.

10. Ant nuozulnios plokstumos, kurios polinkio kampas o, padétas m masés ir r
spindulio skriemulys, kurio inercijos momentas simetrijos aSies atzvilgiu yra I ( 60 pav. ).
Raskite skriemulio masiy centro pagreiti ac ir kampinj pagreitj €, kai: @) skriemulys ritasi
neslysdamas, b) ritasi slysdamas, c) slysta be trinties. Nustatyti skriemulio slydimo arba
neslydimo salyga.

Sprendimas

Brézinyje pazymétos skriemulj
veikianéios jégos: sunkis m g, NUO-
zulniosios plokstumos reakcija ( lieti-
60 pav. mosi taske A ) N ir trinties jéga f. ParaSome

masiy centro judéjimo lygtis suprojektavus { X ir Y asis ir sukamojo judéjimo lygtj:

ma: =mgsina - f,
0=-mgcoso + N,
le=fr.

a) e=a/r. Todél f=Ta./r% ma.=mgsinc- | a/ririekomas
a=mgsino/(m+1/r%)
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bei
e=mgsina/(r(m+1/r?)).

Dar parasykime kampinj greitj:
o=gt=mgtsino/r(m+1/r?). (wo=0)
b) Siuo atveju trinties jéga isreiskiama per trinties koeficienta: f=u N = u mg cosa.
Kampinis pagreitis
e=fr/Il=umgrcoso/l,

kampinis greitis

ow=umgrtcoso/l.
Masiy centro pagreitis ac = g sino. - f /m,

& =g (sino - u cosa )
ir masiy centro greitis

Ve=at=g(sino - ucosa ) t.

Sioje vietoje patogu rasti neslydimo arba slydimo salyga. Remiantis Eulerio formule
i§ Kinematikos konspekto, skriemulio lietimosi su nuozulnigja plokstuma tagko A greitis

Va=Vc+[@wCAT;
Vektorius ve nukreiptas X aSies kryptimi, vektorius @ statmenas brézinio plok$tumai ir
nukreiptas | skaitytoja, tai vektoriné¢ sandauga [ @ CA ] nukreipta prie§ X asj. Tod¢l
paskutiniaja lygybe projektuodami { X asj, gauname:
Va =Ve- 0 |CA|=vc-wr.
Irasg Gia vc ir o reikSmes turime:
va=gt(sino - pcoso - umr?coso/ | ).

Tai yra taip pat taSko A greitis nuozulniosios plokStumos atzvilgiu arba lietimosi tasko
slydimo greitis. Skriemulys neslysta, kai va = 0. Tada

sino.-pcoso (1+mr?/1)=0
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w=tgo/(1+mr3/1)

arba

w=ltgo/(1+mr?).

Kai trinties koeficientas | bus mazZesnis uZ reiskini desinéje lygybés puséje, skriemulys
glys, o kai p bus didesnis — neslys.

c) Pakanka i pries tai gautas atitinkamas reik§mes jrasyti u = 0, gausime:
e=0,0=0,&=gsino, ve=gtsino.

Skriemulys tada juda slenkamuoju judé¢jimu.

Dar rasime skriemulio kampinj pagreiti €, kai skriemulys ritasi neslysdamas,
remdamiesi teorema apie kinetinés energijos kitima. Jégos N ir f darbo neatlieka, todél
iSoriniy jégy elementarus darbas

dA =mg v sina.dt = mg o r sino. dt.
Pagal Kionigo teorema kietajam ktinui ( 1.6 paragrafas ) kinetiné energija
T=mvZ/2+10?/2=mw’?/2+1w?/2=(1+mr?) w?/2
dT=(1+mr?) o do, dT = dA,
(1+mr?) o do=mgwrsinodt,

e=dw/dt=mgrsino/(1+mr?)=mgsino/(r(l1/r*+m)).

11. Mechaniné¢ sistema parodyta 61 pav. Skriemulys —

plonasienis masés mp = 2 kg vamzdis, pripildytas neklam-

paus masés 2m; skys¢io. Vamzdzio galy dang¢iai lengvi,

sitilas taip pat lengvas, netisus ir skriemuliu neslysta. ASis

O ngjuda. my = 1 kg, r = 20 cm. Pradiniu laiko momentu

sistema nejudéjo. Pragjus nuo to momento laikui t; =1,5s,

skystis staiga susalo ir sukibo su vamzdzio sienelémis.

Nubrézkite kabancio kiino grei¢io v priklausomybés nuo

61 pav. laiko t grafika iki momento t = 4 s. Raskite sitilo jtempima T
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tuo paciu laikotarpiu.

( Laiko momentu t; Suoliu pakinta inercijos momentas, grei¢io ir sitilo jtempimo
grafikuose yra triikis ).

12. Mechaniné sistema parodyta 62 pav.

Y.

I m, C
0 |Q}A

A A

w i_fA F

N
<«
B
B
Ng
mg g
62 pav.

Skriemulys A — plonas lankas su lengvais stipinais, skriemulys B — vienalytis diskas.
Skriemuliy masés, spinduliai ir pradiniai kampiniai grei¢iai lygiis: ma = mg = 30,6 kg,
ra=rs=02m, wa = 0o = 110 rad / s. Sukimosi kryptys parodytos pav. Svirtis OC
lengva, jos ilgis | = 1 m, o galo taska C veikia jéga F = 30 N. Atstumas b = 0,4 m.
Trinties koeficientas tarp skriemuliy u = 0,4. ASys O, O, ir Og ngjuda.

Apskai¢iuokite ir nubrézkite abieju skriemuliy judesio kiekio momenty La ir Lg
aSiy Oa ir Og atzvilgiu priklausomybe nuo laiko, taip pat jégos G, kuria asis Og veikia
skriemul{ B, didumo G priklausomybg nuo laiko. Kai kiinas sukasi prie§ laikrodzio
rodykle, judesio kiekio momenta L laikykite teigiamu, o kai sukasi pagal laikrodzio
rodykle — neigiamu.

Sprendimas

Tame paciame 62 pav. pazymékime veikiancias jégas: mag ir mgg — lanko ir disko
sunkiai, N — svirtis veikia lanka, Ng — lankas veikia diska zemyn, fao — trinties jéga, kuria
diskas veikia lanka, (- fa ) — trinties jéga, kuria lankas veikia diska. Tada galime rasyti:

N=FI/b,Ng=mag+N=mag+FI/b,fa=pu(mag+FI/b).

I§ pradziy abiejy skriemuliy sukimasis stabdomas. Jy inercijos momentai: Ia = ma ra2,
Is = mg rg?/ 2. Lanko ir disko kampiniai pagreiciai: €a = fa ra /la = 1t (Mag +
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+Fl/b)/ mara, eg =fars/ g =2 ea Kampiniai greiciai:
WA = Won - Eat,

W = Wog — 2 €at.

Kadangi wg mazéja sparéiau, negu wa, tai pirmas stabtels diskas B. Tai jvyks laiko
momentu t;, kurj rasime i§ lygties: wg = wos —2 €at1 = 0, t1 = Weg / 2 €a. Lankas A tuo
momentu dar suksis kampiniu grei¢iu (wa) = Woa - €a 11 = Woa - €A Wos / 2 €a = Wop / 2.
Lankas ir diskas toliau vienas kitu slys. Diskas trinties jégos ( - fa ) veikiamas pradés
suktis prieSinga kryptimi ( pagal laikrodzio rodyklg ) tolygiai greitédamas, o lankas —
prie§ laikrodzio rodykle, tolygiai 1étédamas. Kai jy kampiniy grei¢iy didumai susilygins,
trinties jegos fa ir (- fa ) iSnyks. Tai jvyks laiko momentu tp, kurj rasime i§ salygos:
((,03)12 =- (OJA)[Z arba WoB — 2¢eatr = - ( Woa - €a 1o ) I$cat,=2 ona / 3 ea. Nuo to
momento lankas ir diskas suksis vienodais ir pastoviais kampiniais greiciais prieSingomis
kl‘ypti mis; (U.)A)Q = Woa - a2 = Woa — 2 €a Woa / 3 €A = Woa / 3, (U)B)tZ =-Woa/ 3.
|eSkomi judesio kiekio momentai:
La =1a @a, Lg = Ig @g. Jy didumai, tiksliau projekcijos:

La =1a ©a =Ma Ia% (Woa - €at),
(0<t<ty)
Lg=Ilgmg=mg rBZ(mQB_ZEAt)/Z.

La=ma rAZ (wa)2 =ma I',L\2 woa/ 3=44,9Kkg mz/s
(tz<t)
Lg=mg re? (0g)2 /2= - Mg re®moa/ 6=~ - 22,4 kg m?/ s.

Pradinés judesio kiekio momenty vertés:
Loa = Ma raZ oa =134,6 kgm?/ s,
Lo = Mg re® s / 2= 67,3 kgm?/s.

Be to, apskaitiavus: t1 = 2,25 s, t, = 3,0s.
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65 pav.

2
my
AL kgm?/s
134,6 K /7 1
\ ( 5 )
100 L

X

66 pav.

50

Ls 13. Ant begalinés juostos, kuri juda grei¢iu v =2 m/ s, tuo paciu momentu visu svoriu
nuleidziamas masés m; = 20 kg spindulio r; = 10 cm vienalytis ritinys, besisukantis
pradiniu grei¢iu mio = 100 rad / s ir masés mp = 10 kg spindulio r, = 20 cm cilindras,
1 2 N t,s 224 besisukantis pradiniu grei¢iu wx = 50 rad / s. Pradinés sukimosi kryptys parodytos 66
pav. Abiejy skriemuliy trinties | juosta koeficientas u = 0,2.

i 63 pav. . . ) Kokia papildoma jega F reikia veikti juosta, kad nuleidus abu skriemulius jos greitis
Disko B masiy centro Og pusiau- nepasikeisty ? Nubrézkite tos jégos projekcijos Fy priklausomybés nuo laiko grafika.
A Y svyros salyga: (Ats.: |eSkomas grafikas 67 pav.)
G AFGN
Ng+meg+(-fa)+G=0. 20 196
X
<fa N
> » Y e . .
Os IS ¢ia ( zr. 64 pav. ): 0 | b | | t | ts
2 4 6 e
Neg Y
o Gx=-fa=-pn(mig+Fl/b), =205 b=6.1s.
Me g'Y Gy=Ng+mgg=mag+Fl/b+mgg. 20 198
64 pav. 67 pav.

ApskaiGiavus Gx=- 150N, G, = 675N, G =V G2+ G,2 =691 N (0<t<ty).
14. Rotorius A fjtaisytas réme B, galin¢iame suktis apie asi Oz. Tuo momentu, kai

top = | G/ Gy ‘.BZ 12°30'. i§ungiamas rotoriy sukantis variklis, rémas B nejuda, o rotoriaus kampinis
greitis lygus . D¢l trinties rotoriaus guoliuose rotorius jsuka réma ir po

Kait>t, Gx=0,G=G,=675N,=0. laikotarpio t jie ima suktis drauge kaip vienas kiinas ( 68 pav. ).

Grafikas 65 pav.: .

AG.N A Z
691
675-----| —_— Al B
68 pav.
56 LS —0 57
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Raskite trinties momenta M, kuriuo rotorius veikia réma. Réma stabdanciy jégu
nepaisykite ir laikykite, kad rotoriaus ir rémo inercijos momentai asies Oz atzvilgiu lygls
l1 ir Io.

(Ats:M=l1lo/t(la+12))

15. Masés m ir ilgio 1 strypa AB
horizontalioje padétyje laiko lynas BC ir

C spyruoklé A, kurios standumas k ( 69 pav. ).
> Kaip ir kiek pasikeis jéga, kuria strypas veikia
k< ” spyruoklg, tuoj po to, kai bus perkirptas lynas ?
m
A B
69 pav.

16. Balisting svyruoklg sudaro sunkus kiinas A ir ilgas strypas OB, pritvirtintas prie
sukimosi aSies O ( 70 pav. ).

Atstumas nuo sukimosi asies O iki svyruoklés masiy
centro C yra 1. Svyruoklés ( strypo OB ir kiino A ) masé¢ M,

o) % o inercijos radiusas asies O atzvilgiu 1.
Balistine svyruokle galima ismatuoti kulkos greitj.
Tegul masés m = 50 g kulka, lékusi horizontaliai, {smigo {
I balisting svyruoklg, o pastaroji dél to atsilenké kampu o =
= 48°. Raskite kulkos greitj v, jeigu 1 =75 cm, M = 15 kg,

Y r=79cm.

¢ ( Remkites judesio kiekio ir energijos tvermés désniais,
m, v nereik$mingus dydzius, kur galima, atmeskite. Ats.: v = 630 m/s)
>

B
70 pav.

B 17. Nejudantis skriemulys B

(71 pav. ) diskine sankaba C

C sujungiamas su variklio roto-

riumi A, besisukan¢iu kampi-

— — niu grei¢iu wo. 1) Koks bus ben-
drasrotoriaus ir skriemulio kam-

pinis greitis  tuoj pat po jy sujun-

A gimo ? 2) Po kiek laiko t rotorius A
ir skriemulys B pradés suktis roto-

71 pav.
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riaus pradiniu kampiniu greiiu o, jei rotoriy suka pastovus jégy momentas M ?
Rotoriaus A inercijos momentas | 5, skriemulio B — |g.
(AtS.:Z)t=|BU)0/M)

18. Vienody masiy tos pacios medziagos taselis ir rutuliukas i§ ramybés biisenos
paleisti nuslysta nuo tos pacios nuozulniosios plokstumos. Paaikinkite kodél
nuozulniosios plok§tumos apacioje ju kinetinés energijos nebus vienodos.
Raskite ty energiju santyki. Palyginkite ir nuslydimo laikus. NuoZulniosios
plok&tumos polinkio kampas o = 60° o trinties koeficientas tarp nuoZulniosios
plokstumos ir abiejy kiiny p = \3/6=0, 289.

( Ats.: Rutuliukas riedés slysdamas. IeSkomas kinetiniy energijy santykis
T2/ T1 =11/ 10, kur T, — rutuliuko, o Ty — taselio kinetiné energija. Nuslydimo
laikai vienodi )

my

my

72 pav.

19. Masés my = 8 kg ir spindulio r = 5 cm vienalytis ritinys ritasi neslysdamas
nuozulnia plok$tuma ir yra suriStas lengvu sitlu su ta pacia plokStuma
$liauzian¢iu masés my = 4 kg taSeliu, kaip parodyta 72 pav. Taselio trinties su
plok&tuma koeficientas u = 0,2, o plok&tumos polinkio kampas o = 30°. Raskite
sistemos pagreiti ( II tarptautiné olimpiada Budapeste 1968 m. ). ( Ats.: a = 3,26
m/s?. Duomuo r = 5 cm nereikalingas)

20. Trys materidieji taSkai Py, P, ir Ps, negulintys vienoje ties¢je ir turintys mases
my, My ir mg, saveikauja tik tarpusavyje ir tik gravitacinémis jégomis.
Kokias salygas turi patenkinti atstumai tarp tasky ( P1P2 = aq2, PoP; = @s ir PiIPs =ay3 ) ir
ty tasky sistemos sukimosi apie a§j o, einancig per ju masiy centrg ir atatmena trikampio
P1P,P; plok&tumai, kampinis greitis o, kad sistema suktysi kaip kietasis kiimas ? ( XX
tarptautiné olimpiada VarSuvoje 1989m. )

Sprendimas
Sistemai sukantis kaip kietajam ktnui, vidinés jégos darbo neatlieka Kadangi

iSoriniy jégu néra, tai sistemos kinetiné enegija T = I %/ 2 = const. Inercijos momentas |
taip pat pastovus, todeél ir
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= const. 1)

Koordinaciy pradzig parinkg masiy
centre ( 73 pav. ), turime, kad masiy centro

FarN radiusas vektorius

&3 Fe=(Mary+ Marz+ mars )/( My + Mg+ mg )=
=0, todél
myry + mprp + mgrz=0. ()]

73 pav.

Kadangi vis materialigji taSkai juda apskritimais ir @ = const., tai, pavyzdziui, taska
P1 veikianciy jégy atstojamoji yra jcentriné jéga:

For + Fa = Fe. ©)

Savo ruoztu
Fa=Gmm (ra—r1)/as’, @
Fa=Gmumg(rz—ry1)/as’, (5
Fe=-mio’ry. (6)

(4), (5) ir (6) lygybes irasg i (3) ir sugrupave pagal radiusus vektorius, gauname:
Gmimpry/a’ +Gmyumsrs/ as +miry (©°—Gmy/ &’ —Gmg/ s’ ) =0.
18 (2) lygybés galime rasyti:
Mpry= -Mri—Mgra.
Padarg tokij pakeitima ir vél sugrupave pagal radiusus vektorius, gauname:

m1l'1((02—G mz/a123—G m3/3133—Gm1/a123)+r3(1/aig3—1/a123)Gm1m3=
=0. @
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Vektoriai ry ir r3 neguli vienoje ties¢je, todél (7) lygybé reiksty, kad dviejy nelygiagre¢iy
vektoriy suma lygi nuliui. Kadangi tai negalima, jeigu tie vektoriai nelygts nuliui, tai (7)
lygybéje koeficientai prie radiusy vektoriy turi biti lygts nuliui:
my (OJZ—G my/ a123—G mg/ 3133—G my/ 3123) =0,
(1/6133—1/6\123) G my m3=0.
I3 §iy lygybiy toliau seka, kad

dz=ap=a

0*=G(m+mp+mg)/a
Pazyméjg sistemos masg raide M = mj + m, + mg, gauname:
0=VGM/&. ®)
Galimadar parodyti ( tai parodykite patys ), kad
3=ap=a
Taigi galutinai:
=3 = 3= a 9
Trikampis P1P,Ps turi biiti lygiakrastis ( 74 pav. ) ( esant bet kokioms maséms my, My ir

mz).
Uzdavinio atsakymai yra (9) ir (8) lygybés.

my Juos galima gauti ir kitais budais.
a
a
mi
a mz
74pa. H\*,,,//v
o

75 pav.
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Il. Hidrodinamika

2.1 Hidrodinamika. Tolydumo lygtis.

Ankstesnése mechanikos kurso dalyse mes nagrinéjome vieny kiiny judéjima kity
kiny atzvilgiu arba kieto kiino sukimasi aplink tam tikra asj arba taska. Tadiau yra ir
kitoks judéjimas, kai to paties kiino atskiros dalys juda atzvilgiu viena kitos. Jeigu kiinas
yra tolydinis ir labai didelis, tai ji vadina istisine aplinka. Jos pavyzdys gali bati skystis,
pagaliau ir spudus skystis arba dujos. Juose gali atsirasti srovés arba svyravimai.
Mechanikos dalis, tirianti skys¢io judesi, vadinama hidrodinamika.

Daznai, nagrinéjant skys¢io judesi, ji galime laikyti nespudziu ir tarti, kad
vieniems sluoksniams judant kity sluoksniy atzvilgiu, neatsiranda trinties jégos ( néra
vidinés trinties arba klampumo ).

Toks absoliuciai nespidus ir absoliu¢iai neklampus skystis yra vadinamas idealiu
skysciu. Tai supaprastintas realiy skys¢iy modelis.

Jeigu skys€io judéjimg nagrinésime kokios nors koordinaciy sistemos atzvilgiu,
tai kiekvieng skyscio taska galésime apibudinti grei¢io vektoriumi. Visas skystis sudarys
grei¢io vektoriy lauka. GreiCio vektoriy lauke i§vedg linijas, kuriy lieCiamosios yra
skyscio daleliy grei¢io vektoriai, gausime taip vadinamas sroveés linijas ( 75 pav. ). Srovés
linijos paprastai bréziamos taip, kad ten, kur skyscio tekéjimo greitis didesnis, linijos yra
tankesnés, o kur skystis teka léCiau — linijos retesnés. Jeigu skyscio greitis kiekviename
taSke laiko atzvilgiu pasilicka pastovus, tai toks skysCio tekéjimas vadinamas
nusistovéjusiu_(_ stacionariu ) tekéjimu. Tokiu atveju srovés linijos taip pat lieka
nepakitusios ir sutampa su atskiry skys¢io daleliy trajektorijomis. Skys¢io dalis, kurig
riboja srovés liniju pluostelis, yra vadinama rovés vamzdeliu. Visos dalelés, esancios
kokiame nors vamzdelio pjiivyje, visa laika juda srovés vamzdelio viduje ir neiSeina i$ jo.
Taip pat i$ iSorés jokios dalelés nepaklitina vamzdelio vidun.

Panagrinékime srovés vamzdeli
(76 pav. ). Pasirinkime bet kuriuos du
AS; statmenus ( vamzdeliui ) skerspjiivius
AS; ir AS,. Pro skerspjivi AS; per laiko
vieneta pratekes skyscio kiekis AS;-vy,
, kur vy yra skyscio tekéjimo greitis toje
vietoje, kur yra skerspjivis AS;. Pro pji-
vi AS; per laiko vieneta pratekéjusio
Vs skysc¢io kiekis bus ASyVy, Kur vz skys¢io
greitis skerspjuvio AS, vietoje. Jeigu skys-
tis idealus, tai per laiko vieneta pro bet
76 pav.
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kurj skerspjiivi turi pratekéti tas pats skyscio kiekis. Todél
AS;-Vi = ASyv, = const., (€]

t. y., idealaus skys¢io atveju skysCio tekéjimo greiCio ir srovés vamzdelio skerspjiivio
sandauga duotam vamzdeliui yra pastovus dydis. Sis sarysis vadinamas srovés tolydumo
lygtimi.

Srovés vamzdelio savybés apytiksliai tinka ir skysCiui, tekanc¢iam realiu
vamzdeliu. Platesnése vietose tekéjimo greitis bus mazesnis, negu siauresnése vietose.

2.2 Bernulio lygtis. Léktuvo sparno keliamoji jéga.

Panagrinékime vamzdelj, kuris tekéjimo kryptimi siauréja (77 pav.).Patekdamas
1 siauresniaja srovés dali, skystis pradeda greiciau tekéti, t. y., jis igyja pagreiti. Taigi i§
platesnés vamzdelio pusés skystj veikia greitinancioji jéga. Tokia jéga gali atsirasti tik dél
slégiy skirtumo jvairiose vamzdelio vietose. Veikiancios jégos kryptis sutaps su grei¢io
pokycio kryptimi, t. y., bus nukreipta i§ platesnés vamzdelio dalies { siauresng. Taigi
platesnéje dalyje slégis p1 turi biti didesnis negu siauresnéje po.

Priminsime, kad slégiu p vadiname
jégos F, veikiancios statmenai | tam
tikra plota AS, ir to ploto santyki:

p=F/AS. )

Mintyse i$skirkime idealaus skyscio
sroves vamzdelyje dalj, esancia tarp
skerspjuviy 1 ir 2 ( 77 pav. ) ir pana-
grinékime tos dalies kinetinés energi-
jos T pokyti per maza laiko tarpa At:

AT = AA1 + AAo. (2)

77 pav.

Cia AA; — sunkio jégos atliktas darbas, AA, — slégio jégu Fy ir F, atliktas darbas.
I8skirtosios skys¢io dalies skerspjuvis 1 per minéta laiko tarpa pasislinko dydziu vy At iki
padéties 1°, o skespjtivis 2 pasislinko dydziu v, At iki padéties 2°. Taciau tarp skerspjuviy
17 ir 2 ( brézinyje ta vamzdelio dali pabruksniuota ) niekas, taigi ir tos dalies energija,
nepasikeité. Procesas yra toks, lyg skys¢io masé Am, esanti tarp skerspjuviy 1” ir 1, nuo 1
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skespjuvio persikélé | vieta tarp skerspjiiviy 2 ir 2°, o pabriik$niuota dalis nepajudéjo.

Todél:
AA;1=Amgh; - Amg h,.

Darbas

AAZZF]_V]_At—FszAt:plAS_llet—pzASgV2At.

Kadangi AS; vi At = AS; v, At = Am/ p, kur p - skyséio tankis, tai
AA=prAm/p-p,Am/p=(p1—pz) Am/p.
Savo ruoztu, kinetinés energijos pokytis
AT = AmVZ*/ 2- Amvi®/ 2.

Lygybes (5), (3(ir (4) irasg i (2), turime:

®

4

®)

AmMV2/2-Amvs®/2=Amghy - Amgha+ (pi—p2) Am/ p.

Suprasting ir sugrupave gauname:

pv12/2+pgh1+p1=pV22/2+pgh2+p2.

(6

Kadangi pjuviai 1 ir 2 buvo pasirinkti visiSkai laisvai, tai (6) lygti galime taip parasyti:

pVv?/2+pgh+p=const.

@)

“const.” ¢ia reiSkia ta pacia reikSmg visiems pjiiviams. (6) arba (7) lygtis yra vadinama ja

iSvedusio garsaus fiziko ir matematiko D. Bernulio lygtimi.

Tai pagrindiné

hidrodinamikos lygtis. Danilas Bernulis ( Bernoulli ) dirbo Bazelyje ( Sveicarijoje ) ir S.

Peterburge, gyveno 1700 — 1782 m.

Visi trys (7) lygties nariai turi slégio dimensija. Narys p v? / 2 yra vadinamas

dinaminiu slégiu, narys p yra statinis slégis.

www.olimpas.It

Horizontaliam vamzdeliui hy = hy, ir (6) lygtis atrodys taip:
pVvi?/2+pL=pVs?/ 2+ p,=const. )

p Vv?/ 2 + p yrapilnutinis slégis.

Pagal srovés tolydumo lygti platesnéje vamzdelio dalyje skyséio greitis yra
mazesnis, negu siauresnéje, tai statinis slégis platesnéje dalyje yra didesnis, negu
siauren¢je. Ta reiSkinj galime pademonstruoti, pastacius iSilgai vamzdelio eilg
monometriniy vamzdeliy a, b, ¢ ( 78 pav. ). Skys¢io lygio aukstis tuose vamzdeliuose
rodo statinj slégj p.

I skyscio srovg jstacius nejudama monometrini vamzdelj, kurio atviras apatinis
galas uzlenktas pries sroveg ( 79 pav., “Pito vamzdelis” ), galima iSmatuoti srovés greitj V.

Skyscio greitis V prie§ pat vamzdelio gala

= bus lygus nuliui. Pasinaudojg (8) lygtimi
— galime rasyti:
sl e
P = p1=pV/2+p.
79 pav.

Monometrinis vamzdelis parodys slégi p1. Zinant p, rasime srovés greit v.

Pasinaudodami Bernulio lygtimi, i§veskime léktuvo sparno keliamosios jégos
formulg, kai sparng apteka bestikuriné idealaus skyscio srove.

Ka skystis apteka asimetrini kiina, atstojamoji jéga F, kuria skystis veikia
kiina, nesutampa su sroves kryptimi. Siuo atveju ja galima iSskaidyti i dvi dedamasias:
priekinio pasiprieSinimo jéga Fpas, nukreipta iSilgai sroves, ir keliamaja jéga Fg,
nukreipta statmenai srovei ( 80 pav. ).

Fe, F
Py, Vi
Po, Vo o
> > Fous
80 pav P2, V2

Pazymeékime skyscio slégj toli nuo sparno po, 0 srovés greiti V. Atitinkamus dydzius vir§
sparno ir po sparnu — Py, V1 ir Pp, V2. Pagal (8) lygti galime rasyti:

PVZ/2+Po=pViZ/2+pL=pV/2+pa 9)
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Vir§ sparno srovés greitis didesnis negu po sparnu ( v1> Vy ), todél slégis p2 > p1.
15(9) lygties:

Pa—pL=pVi?/2-pVvi/2=(viP =V ) p/2.

Keliamoji jéga

Fa=(P2—p1) AS=(vi2—v2) pAS/2. (10)

Cia AS yra sparno projekcijos i horizontalig plokstuma plotas.

Pratybos

1. Paveikslélyje ( 81 pav. ) parodyta pratekéjusio vandens kiekio matavimo schema.
Horizontaliu kintamo skerspjiivio vamzdziu teka vanduo.
Nustatykite pratekéjusio vandens kieki Q pagal vandens aukséiy skirtuma Ah dviejuose
monometriniuose vamzdeliuose, jeigu vamzdzio skersmuo prie abiejy vamzdeliy yra
zinomas.

y
>

<
<

- s

81 pav.

2. Inde su skysCiu yra skyluté, kurios plotas S. Vienu atveju skyluté uzdaryta
plokstele ir matuojama slégio jéga Fy { plokstelg, kai skyscio aukstis inde yra h.
Kitu atveju indas stovi ant vezimélio, o skyluté yra atvira ir matuojama reakcijos
jéga Fo, kai skysCio tekéjimas yra stacionarus ir jo aukstis inde toks pats, kaip
pirmu atveju.
Ar jégos F1ir F2 lygios ? (82 pav. )
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— - \\Q\\
S - Boaes
_ _ '\\\ ~
v |- — — = M @) @) SRR

82 pav.

3. Nustatykite 83 pav. parodyto rato maksimalia galia ir naudingiausia sukimosi
kampinj greitj, jeigu zinoma, kad vandens uZztvankos auk$tis h = 5 m, srovés
skerspjuvio plotas S = 0,06 m?, rato spindulys R = 1,5 m. Vandens srové pastoviai
atsimusa { rato mentes ir po smugio krinta Zemyn.

Z

Vs,
e
—:fifi AZ >
e Fu
77*7*7 ........... V:L
Yy — = R 0

Y

83 pav. X

2.3 Klampaus skyscio judesys. Stokso pasiprie§inimo désnis.

Realiy skysc¢iy judéjimas skiriasi nuo idealaus skyscio judéjimo. Juose vienam
sluoksniui slenkant kito sluoksnio atzvilgiu atsiranda trinties jégos.

Grei¢iau judantis sluoksnis veikia lé¢iau judanti sluoksnj greitinancia jéga. Ir
atvirk§ciai: 1éCiau judantis sluoksnis stabdo greiCiau judanti sluoksni. Tos jégos
vadinamos vidinés trinties jégomis ir yra nukreiptos sluoksniy pavirsiy lieGiamaja.
Vidinés trinties jéga Fy yra tiesiog proporcinga nagrinéjamo sluoksnio paviriaus plotui
AS ir priklauso nuo skys¢iy tekéjimo grei¢io v kitimo, einant nuo sluoksnio prie
sluoksnio.

Tegul du sluoksniai (84 pav. ), nutolg vienas nuo kito atstumu Az, teka
gre€iais vi ir vo. Pazymékime ju skirtuma Av = v; — vo. Atstumas Az yra matujamas
kryptimi, statmena sluoksniy judéjimo greiciui. Dydis Av / Az, kuris rodo, kaip sparc¢iai
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kinta greitis, einant nuo sluoksnio prie sluoksnio, vadinamas grei¢io gradientu. Vidinés
trinties jéga yra tiesiog proporcinga greicio gradientui. Taigi galima raSyti:

Fe =mMAS (Av/ Az). @

Dydis n vadinamas vidinés trinties koeficientu arba klampumo koeficientu, kuris
priklauso nuo skyscio prigimties. Kuo didesnis klampumo koeficientas, tuo didesnés
vidinés trinties jégos jame atsiranda.

Skyscio klampumas labai priklauso nuo temperatiiros. Didéjant temperatiirai,
klampumas maZéja. Yra ir i§im&iy. P. Kapica nustaté, kad skystas helis mazdaug — 271°C
temperatiiroje pereina | ypatinga “supertakumo” buisena, kurioje jo klampumas yra lygus
nuliui.

Miisy nagrinéjamas skyséio tekéjimas vadinamas laminariniu ( sluoksniniu ),
nes skyscio sluoksniai tartum slenka vienas kito atzvilgiu. Didéjant skyscio tekéjimo
greiiui, tekéjimas nustoja buti laminariniu ir tampa betvarkiu. Atsiranda grei¢io
dedamosios statmenos vamzdelio aSiai. Kiekviename skyscio taske greicio vektorius tada
chaotiskai nukrypsta nuo savo vidutinés reik§més. Toks judesys vadinamas turbulentiniu.
Pereinant nuo laminarinio prie turbulentinio judesio vamzdziuose arba kanaluose, Zymiai
padidéja pasipriesinimas.

— Py
>, NN
85 pav.

Klampiam skys¢iui aptekant kiinus, tékme keicia savo pobudj ir tampa stikurine. Skys¢io
srové, atitrukstanti nuo aptekamo kiino pavirSiaus, susiskaido i atskirus stukurius (85
pav.). Toliau nuo kiino jie palaipsniui iSnyksta.

Bernulio lygtis klampiems skys¢iams, grieztai kalbant, netinka, nes dél trinties
jégu dalis mechaninés energijos virsta $iluma. Tacdiau tokiems skysCiams, kuriy
klampumas mazas, Bernulio lygtis gana gerai patenkinama.

Judant kanui nekalmpiame ( idealiame ) skystyje, pasiprie$inimo jégy néra.
PasiprieSinimas atsiranda tik judant kunui klampioje aplinkoje. To pasiprieSinimo
prigimtis yra dvejopa. Kai greifiai mazi ir kino forma aptaki, kai neatsiranda stikuriy,
pasiprieSinimo jéga salygoja skys¢io klampumas. Pagal Stokso nustatytaji désni
pasiprie§inimo jéga yra proporcinga kiino greiio pirmajam laipsniui, klampumo
koeficientui ir kiino matmenims. PasiprieSinimo jéga klampiame skystyje judanciam
rutuliui pagal Stokso désni iSreiSkiamataip:

Fe=6mmrv, 2
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kur 1 - skys¢io klampumo koeficientas, r — rutulio spindulysir v —jo greitis.

Stokso désnis arba formulé tinka ne tik skystyje krintantiems rutuliams, bet ir
tada, kai mazi rutuliukai krinta dujin¢je aplinkoje, pvz., kai smulkiis ruko laseliai krinta
ore. Kai kiiny grei¢iai mazi, stikuriai nesusidaro, ir pasiprieSinimo jégos yra nedidelés.
Didéjant greiciui, pradeda susidaryti stuikuriai, ir pasiprieSinimo jéga, kaip min¢jome,
zymiai padidéja. Statant laivus, gaminant automobilius ir léktuvus, labai svarbu surasti
jiems tokia forma ( aptakia ), kad stikuriai beveik nesusidaryty. Stikuriams susidarant, kai
greiciai nelabai dideli, pasipriesinimo jéga yra proporcinga grei¢io kvadratui. Apie tai jau
kalbé¢jome tasko dinamikos skyriuje. Kai kiiny greiciai yra artimi garso greiciui,
pasipriesinimo jéga proporcinga greicio kubui, o kai greiciai didesni uz garso greiti, ji vél
proporcinga grei¢io kvadratui.

Pratybos

1. Raskite spindulio r ir tankio p rutulio, krintan¢io m klampumo ir tankio p’
skystyje, nusistovéjusi greitj v.

AFa
i Sprendimas
’ v Nusistovéjus greiciui:
p
mg
mg=Fa +F.
Cia Archimedo jéga Fa=47mr3p’'g/ 3,
Stokso pasipriesinimo jéga Fy = 6 T r v, kiino masé
m=4nrip/3.
86 pav. Irase tas reik8mes | pirmaja lygti, gauname:

v=2gr’(p-p')/9m.

Matome, kad nusistovéjes laminariniame skystyje krintancio rutulio greitis prporcingas
rutulio spindulio kvadratui.
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1. Svyravimai

3.1Laisvi harmoniniai materialaus tasko svyravimai. Daznis, periodas.
Pavyzdziai.

Esant tamprioms deformacijoms, patenkinan¢ioms Huko désnj, atsiranda
tamprumo jéga, nukreipta | pusiausvyros padétj ir prporcinga deformacijai. Apie ta jéga
jau esame kalbéjg. Panagrinékime smulkiau kiino judéjima veikiant tokiai jégai.

Tegul kiinas A yra pritvirtintas prie
dvieju spyruokliy, kurio pusiausvyros

. A padétis yra taske O ( 87 pav.a ). I§veskime
a) KPAAAAAAAA TS YA kiing i§ pusiausvyros padéties | deSing at-
* karpa+x ( 87 pav.b ). Tuomet deSinioji spy-

(_F ruoklé bus suspausta, kairioji — iStemptair

kiing veiks jéga F, nukreipta | pusiausvyros
padéti O, proporcinga poslinkiui X. Veikiant
Sial jégai, kiinas A didéjanciu greiciu ims
judéti | pusiausvyros padéti. Pusiausvyros
padétyje ( 87 pav. ¢ ) tamprumo jéga pasi-
darys lygi nuliui, ta¢iau kiinas turés greitj v

\/Qv"v"v"v"v"vg
............. ). *
N
C) WW ir dél to pereis pusiausvyros padeétj ir judés
¢} - i kairg. Tuomet kairioji spyruoklé susispaus,
V\/\/\/\/E

desinioji igsitemps, ir kiing ims veikti tam-
prumo jéga F, nukreipta desinén | pusiau-
d) AAAAA —— AAAAA svyros padéti ( 87 pav.d ). Si jéga stabdys
kiina, kol jis sustos. Po to kiinas pradés ju-

X . . R .
deti atgal | pusaiusvyros padéti. Tuo budu
gaunamas klino A svyravimas apie pusiau-
svyros padéti. Panagrinékime smulkiau svy-
ravimo procesa.
87 pav.

Tiesiaeigis materialaus tasko judéjimas, veikiant ji tamprumo jégai, vadinamas
laisvuoju tasko svyravimu.
Pagal I Niutono désnj galime rasyti:

ma, = Fx. (€]

Kadangi a = dvy / dt, v, = dx / dt, t. y., a = d? / dt?, 0 Fy = - kx, tai turime:
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md’ / dt® = - kx. %)
Padalije abi puses i§ masés m ir pazyméje o = k / m, (3) gausime:
d* / dt? + 0® x = 0. @)

I8sprendg (4) lygti, gausime funkecija x = f(t), kuri parodys, kaip juda kiinas ( materialus
taSkas ). Lengva patikrinti, kad (4) lygti tenkina sprendinys:

x=Acos(wt+a). (5)

Cia A ir o - konstantos, kurias galima nustatyti i§ pradiniy salygy.
Patikrinkime (5) lygties teisinguma. Diferencijuokime ja:

dx/dt=vy=-Awsn(ot+a), (6)
d’ /dt? =a=- A w?cos (ot +a). )
Lygtis (7) ir (5) irasg i (4), gausime:
-Aw?cos(wt+o)+Aw’cos(mt+o)=0.
Taigi (5) lygtis tikrai teisinga. Dydis A vadinamas svyravimo amplitude. IS (5) matyti,
kad amplitudé A = Xmax, NS { cos (wt + o ) }max = +1. Taigi amplitudé yra didZiausias
kiino_atsilenkimas nuo pusiausvyros padéties ir visada yra teigiama. Amplitudé gali

reiksti ne tik ilgi, bet ir kampa. Argumentas (5) lygtyje ( wt + o ) vadinamas svyravimo
faze, 0 o - pradine faze. IS (5) lygties pradiné svyruojanéio kiino koordinamté

Xo = A COSOL.

Taigi pradiné fazé o nustato prading svyruojancio kiino padétj xo. I§ pastarosios lygybés
gauname:

jeigu Xo = A ( pradiniu momentu kiinas daugiausia pasislinkgs i§ pusiausvyros padéties x
aSies kryptimi ), tai coso. = 1, ir pradiné fazé oo = 0%

jElguU Xo = 0 (pradiniu momentu kiinas yra pusiausvyros padétyje ), tai cosot = O, ir o =
=90°=n/2.
Priklausomai nuo pradinés koordinatés X, vertés galimos kitos jvairios pradinés fazés o
reikSmés.

18 (6) lygybés pradinis kiino greitis ( tiksliau jo projekcija )
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(Vx)o=-A msino.

Jeigu pradiniu laiko momentu kiinas yra pusiausvyros padétyje ( pradiné fazé oo =mn/2),
ta (Vx)o=-A 0ir (Vy)o> =A?w?= A%k /m (zr. dari (3)) ir

A=voVm/k. ®

Taigi amplitudé priklauso nuo kiino pradinio grei¢io pusiausvyros padétyje arba kiino
greitis pusiausvyros padétyje priklauso nuo pradinio atlenkimo i§ pusiausvyros padéties —
nuo amplitudés.

Vietoje (5) svyravimo lygties galima rasyti ir tokia lygti:

x=Asn(owt+f). (9)

Nuo (5) ji skiriasi tuo, kad pradiné fazé 8 skiriasi nuo pradinés fazés o. Sitlome ta
skirtuma nustatyti patiems. Taip pat patikrinkite, kad (9) sprendinys, kaip ir (5), tikrai
patenkina (4) lygti.

(5) arba (9) lygtys vadinamos harmoninio svyravimo lygtimis.

Harmoninio svyravimo pagrindiné¢ savybé — jo periodiSkumas. Panagrinékime
(5) arba (9) lygtimis apraSoma judé¢jima.

XA
T

+A /-T —————
0 | | >
n/2W3n/2w 2n/o t
-A

88 pav.

Tegul pradiniu laiko momentu t = t, = 0 kiino atsilenkimas X, = A ( 88 pav. ). Tuomet,
kaip matéme, pradiné fazé o = 0% ir (5) lygtis turés pavidala:

X = A cost.

Didéjant laikui t, cos t mazés, ir taskas slinks Zemyn | pusiausvyros padéti. Laiko
momentu, kurj nusako salyga ot =mn/2,t.y., kai t =n/ 2 o, taSkas atsidurs pusiausvyros
padétyje O. Laikui toliau didé¢jant, cos mt taps neigiamu, taskas pasislinks Zzemyn nuo
pusiausvyros padéties ( 88 pav. ). Laiko momentu t = 1 / @ cos wt bus lygus—1, o x = -A,
t. y., taSkas pasieks krastuting apating padéti. Po to jis pradés judéti i virSy, antra karta
praeis pusiausvyros padétj O ir laiko momentu t = 2 7 / » vél bus daugiausia pakilgs i
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vir§y. Po to judesys kartosis. Tuo budu taskas grizta | prading padéti per laika 2 7/ .
Pazymékime tq laika T:

T=2n/w. (20)

Sis laikas vadinamas svyravimo periodu, t. y., laikas, per kuri {vyksta vienas pilnas
svyravimas.

Dydis w = 2  / T yra svyravimy skai¢ius per 2 m laiko vienety ir vadinamas
cikliniu dazniu. Kartu su cikliniu dazniu o vartojamas ir “paprastasis” daznis

v=1/T, (11)

reikiantis svyravimy skai¢iy per laiko vieneta. Sugreting visus tris dydzius o, v ir T,
turésime tarp ju rysi:

w=2nv=2n/T. (12)

I8 (12) matyti, kad svyruojanéio kiino ciklinis daznis @ yra analogiskas apskritimu
judancio ktino arba besisukancio kieto kiino kampiniam grei¢iui

w=27mn,

kur n — apsisukimy skai¢ius per laiko vieneta. Svyruojantio kiino daznis v yra
analogiskas besisukancio kiino apsisukimy dazniui n. Abu jie turi ta pacia dimensija: 1/s.
Vienodas dimensijas ( rad / s ) arba trumpiau ( /s ) turi ir ciklinis daznis bei kampinis
greitis. Abu jie Zymimi ta pacia raide .

Irase Sias o reikSmes i (5) lygtis, gausime dar du harmoninio svyravimo lygties
pavidalus:

x=Acos(2nvt+a), (5a)
x=Acos(2nt/T +a). (5b)
Prisiming pazyméjima u)zzk/m(ir. (3))irsary$i T=2n/m, gausime:
T=2nVm/k, (13)
v=(1/2n)Vk/m. (14)
73
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Tai dazniausia naudojamos svyravimo teorijos formulés.

Daznai svyruojantj kiing be tamprumo jégos dar veikia kita pastovi jega,
pavyzdziui sunkis. Pazymékime ta jéga P ir pazitrékime, kokig jtaka ji turi harmoniniams
svyravimams. Vietoj (2) lygties dabar turésime:

md? / dt? = - kx + P. (15)

Cia P —jégos P projekcija { x agj.
Padalije §ia lygti i§ masés m ir pazyméje: w? =k /m, P/ m=p, turime:

d> / dt? + 0’ x = p.
Nesunku jsitikinti, kad $ios lygties sprendinys yra:
x=Acos(mt+a)+p/w? (16)
I§ gautos formulés matyti, kad pastovios jégos veikimas tiktai pastumia laisvuosius

svyravimus dydziu p / ?. Tokius svyravimus galima pavaizduoti grafiku ( kai p> 0ir
p/w?>A,89pav.).

89 pav.

Pratybos

1. Nustatykite matematinés svyruoklés svyravimo perioda.

Matematiné svyruoklé yra rutuliukas, pakabintas
lengvu, lanks¢iu, netasiu sitlu nejudanéiame taske.
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Sprendimas

Svyruoklés masg pazymékime m, ilgi | ir atlenkime mazu kampu ¢ i$ pusiausvyros
padéties. Rutuliuka veikianti atstojamoji jéga ( 90 pav. ji nenubrézta )

F=mg+N.
Projekcija | tangentg T
Fr=-mgsing,nesN L 1.
Tegul kampas ¢ tiek mazas, kad sin @ = ¢. Tada
T=-Mgao.
Beto,
Fr=ma,
o i§ kinematikos Zinome, kad tangentinis pagreitis
a=rd%/d?=1d%/dt>
Todél

-mgoe=mldp/d

arba
I d%p/d?=-ggq.

Si lygtis visai analogiska (2) lygéiai:

md>x / dt? = - kx.

Kampas ¢ nuo laiko priklauso taip kaip koordinamté X, tik vietoj mir k reikia atitinkamai
rasyti | ir g. Taigi, remdamiesi (13) formule, gausime, kad matematinés svyruoklés mazy
svyravimy periodas

T=27v1/g . a7

Matematinés svyruoklés mazi svyravimai( mazais kampais) yra harmoniski.
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2. Matematiné svyruoklé jtaisyta vezimélyje, riedan¢iame be trinties nuozulniaja
plokstuma ( kampas su horizontu lygus o ). Nejudanéio vezimélio svyruoklés
periodas T,. Koks bus riedan¢io vezimélio svyruoklés periodas ?

Sprendimas

To=2mV1/g,
a oiedkomasperiodasT=2nV /g,
kurg =g—a(9lpav.),0a=gsina-
vezimélio pagreitis. Apskai¢iavus g' =g cosoir

o
g —
9 T=To/Vcosa >To

91 pav.

3. [ ritinio formos susisiekianCius indus jpilta gyvsidabrio. Kiekvieno indo
skerspjivio plotas S = 0,3 cm?, o gyvsidabrio mas¢ m = 484 g. Raskite
gyvsidabrio svyravimo perioda. [ trintj nekreipkite démesio.

( Ats.: Viename inde pakilus gyvsidabrio lygiui vir§ pusiausvyros padéties dydziu x, i
pusiausvyros padéti skysti grazinanti jéggaF=-2p gSx. T=1545s).

4. [rodykite, kad (9) funkcija patenkina (4) lygti bei raskite rysi tarp (9) pradinés
fazés B ir (5) funkcijos pradinés fazés .

5. Nubrézkite 89 brézinj kiinui, kuris svyruoja prikabintas prie spyruoklés, kai p/m2<
<A.

6. Prie spyruoklés pakabintas krovinélis, kurio masé daug karty didesné uz
spyruoklés masg. Pakabinus krovinélj, spyruoklé pailgéjo Ax = 4 cm. Kokiu
dazniu v svyruos krovinélis, kai ji atlenksime vertikalia kryptimi i§ pusiausvyros
padéties ir paleisime? Kam §iuo atveju bus lygus pracitame uzdavinyje nagrinétas
dydis p / ©® ? Nuo ko priklausys, ar p / ®*bus mazesnis uz amplitude A, ar p / ®?
bus didesnis uz A ?

(Ats:v=249s" p/w?=Ax).

76
www.olimpas.It

3.2. Spyruokliy jungimas

Tegul prie dviejy lygiagreciai sujungty
spyruokliy prikabintas m masés kiinas
Ky Ky (92 pav.). Spympkliq sta_mdumai kyir
k2, 0 deformacijos Axy ir AXe. Jégos,
kuriomis spyruoklés veikia kiing:

A
F1 A
2
.......................... FL = ko Axe, Fa = ks Ao,
A A '
X‘l‘I ““““““““““ X2 Jéga, kuria abi spyruoklés veikia kiina,
F=F +F.

m Atstojamaji abiejy spyruokliy standuma
pazymékime k, ju deformacija Ax. Tada

92 pav.

F =k Ax.
Kadangi Ax; = AX = AXx, tai galime radyti:
ki AX + ko AX = k AX.

I8 ¢ia gauname:

k =ky + ko. 1)

Esant didesniam lygiagrec€iai sujungty spyruokliy skaiciui:

k=ky+ky+ ... +Kp. 2

Lygiagreciai sujungty spyruokliy standumas skiaciuojamas kaip nuosekliai sujungty
rezistoriy varza.

Tegul dvi spyruoklés sujungtos nuosekliai ( 93 pav. ). Pa¢iy spyruokliy masiy,
kaip ir lygiagretaus jungimo atveju, nepaisome ( spyruoklés pakankamai lengvos ). Tada
spyruokliy jtempimas visur vienodas.

F1 = k1 AXl, F2 = kz AXo.
Sj karta
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1

F2

93 pav.

AX1 + AXo = AX.

k1 AX1 = k2 AXo = k AXx.

Ax1 = (k/ ki) Ax, Axo = (k/kz) Ax.

Ax=(K/ky)Ax+ (K/ka) Ax =K (1/Ki+1/kz) AxX.

I8 dia:

1/k=1/ki+1/ke.

Esant didesniam nuosekliai sujungty spyruokliy skaiciui,

Nuosekliai sujungty spyruokliy standumas skai¢iuojamas kaip lygiagreCiai sujungty

rezistoriy varza.

Pratybos

1. Spyruokle, kurios ilgis 1 ir standumas k, jtvirtinta tarp dviejy atramy ( 94 pav. ).
Kaip priklauso prie spyruoklés pritvirtinto rutulivko horizontaliy svyravimy
periodas T nuo atstumo a iki atramos? [ sunkio jéga nekreipkite démesio.

1/k=1/ki+1/ka+...+1/kq

Sprendimas
k k
! | i N 94 pav.
78
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©

Pazymékime atskiry spyruoklés daliy standumusk; ir ko. ks =kl /a ka=kl1/(1-a).
Atstojamasis standumas K = k; + kp =k 12/a(l—a). T=2n (m/ K )*2 Nesunku gauti,
kad Tmax =To/ 2 (kai a=1/2). GalimaT =f(a) pavaizduoti ir grafiskai.

2. Nustatykite 87 pav. pavaizduoto m masés kiino svyravimo perioda, jeigu vienos
spyruoklés standumas ki, 0 kitos— k. (Ats: T=2m(m/ (ki +kz))Y2).

3. Kinas m svyruoja periodu T, = 0,3 s, privirtintas prie dviejy spyruokliy ir dviejy
suglausty ploksteliy, kaip parodyta 95 pav.

Abiejy ploksteliy ir spyruokliy tamprumai
vienodi. Kokiu periodu T; svyruos tas kiinas,
K A jeigu apatiné plokstelé nulas ir nukris ?

; Sprendimas
m K 7
| ‘g
k vz Pradinis atstojamasis standumas:
95 pav.

ke=2k+k/2=5k/2.
Atstojamasis standumas, nulizus plokstelei:
ki=k+k/2=3k/2.
Santykis
Ti/To=2m(m/ky)?/2mn(m/ ko) 2= (ko/ ke ) ¥2=(5/3)"2

T1=To(5/3)¥3=129T,=~0,39s.

3.3 Fiziné svyruoklé

Fiziné svyruoklé yra bet kokios formos kietasis kiinas, svyruojantis apie nejudama asj (
96 pav. ). Tegul ta asis O yra horizontali, atstumas nuo sukimosi asies iki masiy centro C
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lygus 1, apie a3j O kiinas sukiojasi laisvai — be trinties. Miisy kunui tinka pagrindine
sukamojo jidéjimo dinamikos lygtis ( Zr. 1.8 paragrafa ):

| do,/ dt = M.

Tarkime, kiinas sukasi i§ pusiausvyros padéties kampo @ didéjimo kryptimi. Tuomet
kampinis greitis @ bus nukreiptas { skaitytoja. Ta kryptimi nukreipkime z a§j. Tada w, =
, o sunkio jégos P momentas M =[ | p ] bus nukreiptas nuo skaitytojo, ir jo projekcija
M;=-M =- Pl sin ¢. Gauname:

ldo/dt=-Plsine.

Kaip ir matematinés svyruoklés atveju, apsiribokime taip mazais kampais ¢, kad
biity sin ¢ = @. Kadangi w = do / dt, tai:

| d?o/dt?=-Pl g. 6]
Si lygtis visai analogiska 3.1 paragrafe gautai matematinés svyruoklés judéjimo lygéiai:

I d®p/d?=-gao.

Lygindami Sias dvi lygtis, matome,

kad fizinés svyruoklés mazi svyravimai
yra harmoniniai. Jy perioda rasime, |
matematinés svyruoklés periodo formu-
leT=2n(1/g)Y?(3.1paragrafo (17))
vietoje 1 jrasg inercijos momenta asies O
atzvilgiu I, o vietoje g irasg p 1. Taigi fizi-
nés svyruoklés mazy svyravimy periodas

vyP

T=27V1/Pl=27V1/mgl. | (2

96 pav.

Atlenkiant fizing ar matemating svyruokle nuo pusiausvyros padéties dideliais kampais,
ju svyravimo periodai blina didesni, negu rodo gautos formulés. Skaifiuojant 1 %
tikslumu, kampas @ turi bati ne didesnis uz 20°,

Fizinés svyruoklés ciklini daznj w ir dazni v gauname, kaip ir kitoms
svyruokléms:

0=2nv=2n/T=Vmgl/I .

80
www.olimpas.It

DydisL =1/ m1 (3) vadinamas redukuotuoju fizinés svyruoklés ilgiu. Jis nepriklauso
nuo kiino msaés, o priklauso nuo kiino formos ir masés pasiskirstymo.
Ivedus redukuotaji ilgi, fizinés svyruoklés periodas

T=2nVL/g @)

skai¢iuojamas kaip L ilgio matematinés svyruoklés periodas.

Kai sistema sudaro ne vienas svyruojantis kietasis kiinas, o didesnis juy skaicius (
kai kurie kiinai gali svyruoti slenkamuoju judéjimu ), naudojant (2) lygti, negalima rasti
periodo T. Tada galima remtis teorema apie sistemos kinetinés energijos kitima ( zr. 1.7
paragrafa ). Teorinéje mechanikoje naudojami ir kiti metodai, pvz., Lagranzo lygtys,
taciau tai nejeina { miisy programa.

Pratybos

1. Gaukite matematinés svyruoklés periodo formulg, remdamiesi pagrindine
sukamojo judéjimo dinamikos lygtimi.

Suraskite metronomo mazy svyravimy perioda T.
G Metronomas yra M masés svyruoklé A ir nedidelis
kietai sujungtas m masés kiinas G. Keic¢iant kino
G atstuma nuo svyravimo asies O, galima
pagal reikalg keisti metronomo inercijos mo-
O mentg tos asies atzvilgiu ir svyravimo pe-
S rioda.
A Tegul svyruoklés A masiy centro Cy
atstumas nuo svyravimo aSiesO yra s,
inercijos momentas tos asies atzvilgiu Io,
o kiino G atstumas iki svyravimo asies yra
s (97 pav.).

97 pav.

Sprendimas

98 pav.
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Metronomo masiy centro C atstumas nuo svyravimo asies O ( 98 pav. )
OC=Xc=1=(Ms—-ms)/(M+m),
o inercijos momentas asies O atzvilgiu
I=lo+m&

Ieskomas svyravimy periodas

T=2aVI/gl(m+M)=27V (lo+m&)(m+M)/gm+M)(Ms—ms).

T=2nV(lo+ms?)/g(Ms—ms).
M s >ms.

3. Paveiksle ( 99 pav. ) parodytai sistemai esant pusiausvyroje, lengva spyruoklée P
iSsitempusi ilgiu Al = 7 cm, palyginus su nedeformuota spyruokle.

Skridinys mg yravienaytis diskas. Skridinio ir
kroviniy masés mz = 100 g, m; =300 g, m; = 100 g.
Krovini m; arbam; patempus Zemyn ir paleidus,
sistema pradeda svyruoti. Suraskite svyravimo pe-
rioda T. Trinties nepaisykite. Sitilas netasus, lengvas
ir skridiniu mg neslysta.

Sprendimas

Tame pat 99 pav. pazyméjome dauguma
sistemoje veikianciy jégy. Sistemai esant
pusiausvyroje, spyruoklés tamprumo jéga
Fe=k Al = (m—mp) g. I§ ¢ia randame
spyruoklés standuma

k=(m—-mp)g/Al

99 pav.

Taciau to dar neuztenka, nes kroviniai my ir mp juda slenkamuoju, o skridinys mz —
sukamuoju judéjimu. D¢l tos pacios priezasties negalime remtis ir fizinés svyruoklés
periodo formule.

Pasiremkime teorema apie sistemos kinetinés energijos kitima ( zr. I skyriy —
Kietojo kiino dinamika ):
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di=dA.

Kad nepainiotume su periodu T, prie kinetinés energijos simbolio T pridéjome indeksa k.
Misy atveju sistemos kinetiné energija

Te=m V2 /2+mpv?/ 2+ 1 o/ 2.
Disko inercijosmomentas| =ms r?/2, @ =V /r, todél T = (Mg + My + ma/ 2) v/ 2ir
dTy=(mMm+my+mg/2)vadv.
Patemkime i§ pusiausvyros padéties zemyn krovini my dél aiSkinimo paprastumo dydziu
Al; < Al = 7 cm ir paleiskime. Tada spyruoklé dar bus jtempta, tamprumo jéga Fy
nukreipta zemyn, ir jos didumas F; = k X, kur x — spyruoklés deformacija ( pailgéjimas ).
Paleidus krovinys m; kils aukstyn. Elementarusis sistema veikianéiy iSoriniy jégu darbas
( vidiniy sitlo jtempimo jégy Ty, - Ty, T2 ir — T2 darby suma lygi nuliui )
dA={(m-mp)g—kx} dx
arba

dA={(m-my)g—kx}vdt.

Palyging atlikta darba ir kinetinés energijos pokyti, raSome:

(m+mp+mg/2)vdv={ (m—m)g—kx} vdt.

Suprasting i§ v ir atsizvelge i tai, kad dv / dt = d® x / dt?, gauname:

(M+mp+mg/2)dPx/d=—kx+(m—m)ag.

Tai 3.1 paragrafo (15) tipo lygtis.
Pazymékime:

o?=k/(my+mp+mg/2),
p=(m—-m)g/(m+m+ms/2).
Tadaturime:
X/ d? + 0’ x = p.

Sios lygties sprendinys yra 3.1 paragrafo (16) lygtis. Sistemos svyravimai yra
harmoniniai. IeSkoma perioda randame i§ o i&ai$kos:
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T=2n/0=2n[(Mm+m+ms/2)/k]¥2
[rasg anksciau rasta standumo koeficiento k iSraiska, gauname
T=2n[(Mm+me+ms/2)Al/(m—mz) g1¥2 (my=my)
Apskaiciavus
T=08s.
Jeigu m; = my, negalioja k algebriné israi$ka. Tada reikty atskirai duoti k reisme.
4. Sunkus plonas lankas su lengvais stipinais yra vertikalioje plok&tumoje ir gali

sukiotis apie per centra O einanlia horizontalia asi. Lanke vienoje vietoje
itvirtintas rutuliukas, kurio masé tokia, kaip lanko ( 100 pav. ).

Koks bus lanko svyravimo apie centring asj O

periodas T ? Kaip jis pasikeis, jeigu: a) lanka per-

nes$ime { Ménulj, b) panardinsime { neklampy skyst{?
Uzdavinj i§spreskite 3 budais:

1. “Paprastu” budu — panaSiai, kaip 3.1 paragrafe
nagrin¢jome matemating svyruoklg.

2. Remiantis fizinés svyruoklés teorija.

3. Remiantis teorema apie Sistemos kinetinés
energijos kitima.

3.4 Harmoniskai svyruojancio kiino energija

Jau matéme ( zr. 3.1 paragrafa ), kad harmoniskai svyruojancio kitino koordinaté
x=Acos(wt+a),

greitis ( tiksliau — greicio projekcija )
w=-Aosn(ot+ao).

Be to, matéme, kad kiino pradinis greitis pusiausvyros padétyje v, ir amplitudé A susieti
taip:
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A=voVm/k.

Kadangi Vv, yra didziausias svyruojancio kiino greitis, tai i§ pastarosios lygybés seka, kad
dideiausia kineting energija

(TOmx=mve2/ 2=k A%/ 2. D
I§ tvermés désniy konspekto zinome, kad veikiant tamprumo jégai, kiino potenciné
energija U = k x* / 2. Para§ykime visa mechaning harmoniskai svyruojan¢io kino
energija:
E=Tu+U=mv?/2+kx?/2=mA%w’sin’ (ot+a)/2+
+kA%cos? (ot +o)/ 2.
Kadangi 0® =k / m, tai

E=[sin’(ot+a)+cos’ (wt+o)]kA?/2,

ty.,

E=kA?/2=mo?A%/2=2"mv?A’=2m*mA?/ T2 @

Taigi mechaniné energija nuo laiko nepriklauso. Jai tinka tvermés désnis.

Pratybos
u 1. Pavaizduokite harmoniskai svy-
A ruojancio klino potencinés energijos
=0 U priklausomybg nuo kiino padéties
T ( koordinatés ) grafiskai.
Tl ko
ka? 2 .
7 bol "
2 ' parapeie Sprendimas
u
Vimax X : . ;
A A > Grafikas pavaizduotas 101 pav. Jis

vadinamas paraboline potencine duobe.
Vimax = A (k/m)¥?= A . Energijapereina
101 pav. i§ kinetinés { potencing ir atvirksc¢iai arba
“svyruoja’ periodu T =T/ 2.
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3.5 Vienoje tieséje vykstanéiy svyravimu sudétis (4) lygtis rodo, kad atstojamasis svyravimas yra taip pat harmoninis svyravimas,
vykstantis tuo paciu cikliniu dazniu . Prading fazg ir amplitud¢ A galime surasti i§ (3)
lygciu:

Nereti atvejai, kai kiinas tuo paciu metu biina dviejuose ar keliuose Svyravimuose,
svyruoja svyruojancioje sistemoje. Pavyzdziui, krovinys, pakabintas spyruokle prie
vagono luby, kuris savo ruoztu svyruoja ant vagono lingiy. Taigi krovinys judés judesiu,
susidaranciu i§ dviejy vienos krypties svyravimy.

Panagrinékime, kos bus atstojamasis judesys, sudedant du vienody dazniy, skirtingy
amplitudziy ir pradiniy faziy svyravimus, vykstan¢ius vienoje ties¢je.

tgoo =(A1sinog+Azsinog) / (Arcosag + AzCoS0y ). 5)
AZ ( cosPoL + sinor) = (A1 COS 0y + A2C0S 02 )% + (A1 Sin 0y + Az Sin02)?,
Atlikus veiksmus:

A=A+ A2 +2A1A,008 (0 - Oz). (6)

X1=Ajcos(wt+oy),
T ( 1) o) Pagal (6) formulg atstojamojo svyravimo amplitudé A priklauso nuo sudedamujy
X2 = Az 00 (ot + o). svyravimy faziy skirtumo (o1 - o2 ). Kadangi cos (a4 - o2 ) gali kisti nuo -1 iki +1, tai

Ar+A=A2 A —Ayl.

o . . . o . Ka (o1-02)=2mn kurn=0,1,2,...,tai cos(oy-op)=+1ir
Poslinkis x nuo pusiausvyros padéties nejudancioje sistemoje

A=A1+A,
X=X1+Xz. @)
Kai (ogp-02)=(2n+1)mcos(oy-az)=-1ir

X=Aicos(mt+oy)+Azcos(ot+oz)=A;(coswtcosa;—sinwtsinay ) + A= A=Al

+Az (coswtcosop—sinwtsinoz) = ( Ay coS0ou +A2C0802) COSwt — Cia absoliutinio didumo Zenklas yra dél to, kad svyravimo amplitudé pagal apibrézima
) ) ) visadayrateigiama
-(Arsinog +Azsinag) sinot. Ta pati dvieju svyravimy sudéties rezultata galima gauti ir Kkitu, sakytume,
) geometriniu arba vektoriniu biidu.
Pazymékime:
Paimkime vektoriy A, kurio
didumas lygus harmoniskai
A cosor = A1 COS 0y + A2 COS Oz, A(t) svyruojan¢io kiino amplitudei
_ _ _ (€) A. Tegul tas vektorius pradiniu
Asina=Azsinoy +Azsin oo +a momentu t = 0 su X aSimi sudaro
ot A (t=0) X kampa o ir pradeda suktis apie
(o) — R savo pradzios taska O pastoviu
< > ” kampiniu greic¢iu . Tuomet
Tuomet X = A cos( ot + ¢1) vektoriaus A projekcija i X asi
. . < > arba jo galo tasko koordinaté bet
X =A (coso coswt - sinosin wt ), Xo = A coso. kuriuo laiko momentu t ( Zr. 102 pav. )
x=Acos(wt+o). @)
102 pav.
86 87
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x=Acos(wt+a). (@)

Vektoriy A galima vadinti amplitudés vektoriumi arba vektorine amplitude, 0102 pav. —
vektorine svyravimo diagrama. |18 (7) matome, kad harmoniskai svyruojanéio kiino
judéjimo lygtis arba koordinaté yra amplitudés vektoriaus projekcija. Cia taip pat matome
minéta skaiting ciklinio daznio ir kampinio greicio tapatybeg.

Pateiktu vektoriniu budu pavaizduokime jau iSnagrinéta vienoje ties¢je
vykstan¢iy svyravimy sudéti, kai ju cikliniai dazniai vienodi, o amplitudés ir pradinés
fazés skiriasi ( zr. (1) formulg ). Viena svyravima vaizduoja amplitudés vektoriaus A
projekcija { x —u a$i X 1, o kita svyravimg toje pacioje ties¢je vaizduoja amplitudés
vektoriaus A, projekcija | x — y a§ji x 2. 103 pav. abu amplitudeés vektoriai parodyti
pradiniu laiko momentut =0, kai o, > 0. Nagringjimo iSvadoms tai neturés jtakos.

Y Atstojamojo svyravimo
C koordinaté

X = X1+ Xo

g yra atstojamojo amplitudes
o - B X vektoriaus
5 >

~

< > K2y

< ~ A= Al + AZ

X1
< >
X

projekcija { x —y asj :

103 pav. X =Ax.

Atstojamojo svyravimo amplitudé yra lygi vektoriaus A didumui ( moduliui ) A.
Ziarédami { vektoriy Aq ir Az sudéties lygiagretaini, i§ karto raSome:

A=A+ AL +2A1A,0050 = A2+ AL +2A1Ascos(0a-01),  (7)

nes kampas
@ =002 - 0.
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Lygtis (7) sutampa su anks¢iau gauta (6) lygtimi, nes coS( 0z - o1 ) = €oOS( g - 02 ).
I§ to paties 103 pav. matome, kad atstojamojo svyravimo pradinés fazés o

tga=BC/OB=(y1+Y2)/ (X1 +X2) =
:(Algna1+Azsinaz)/(A100$(Xl+A2COSO(2).

Tai sutampa su (5) lygtimi. Taigi kitu metodu gavome dviejy vienody daZniy svyravimy
sudéties iSvadas. Dabar tuo vektoriniu metodu panagrinékime dviejy svyravimy sudétj,
kai ty svyravimy daZniai skirtingi.

Taigi tegul vieno svyravimo ciklinis daznis yra m;, o kito toje pacioje X — u
ties¢je vykstanCio svyravimo ciklinis daznis mp. Dél aiskinimo paprastumo tegul ty
svyravimy amplitudés ir pradinés fazés yra vienodos. Tada atstojamojo svyravimo
amplitidés vektorius A = A; + Ay, kur A; = Ay, o vektoriy sudéties lygiagretainis yra
rombas. 104 pav. tie vektoriai parodyti laiko momentu t, kai ®, > m;. Kampas tarp
vektoriy A1 ir A;

o=mpt+a-(mt+o)=(m2-w1)t. 8
Matome, kad tas kampas, laikui bégant, kinta. (8) jras¢ | (7), musy atveju gauname

A?=2A2[1+cos(wz-01)t] =4 A% cos’ [(w2-w1)t/2]

A=|2A;cos[(wz-w1)t/2] ]. (9)

Matome, kad atstojamojo
svyravimo amplitude A yra
kintama. Jos kitimo perioda

pazymékime t. Kadangi ko-

sinuso modulis pasikartoja,

X L ..
N argumentui pakitus dydziu 7,
” tai (w2-w1)T/2=mir

t=2n/(w2- m1). (10)

104 pav.
Amplitudés A kitimo daznis
89
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va=1l/t=(2-m)/2m=Vvy-Vvy (11)

Kai dazniai v, ir vy yraartimi, va yra mazas, o t - didelis.
1§ 104 pav. matyti, kad atstojamojo svyravimo koordinaté

X = A COS Qa. (12)
Kadangi vektoriy A1 ir A, lygiagretainis yrarombas, tai kampas
Pa=(mpt+at+tmt+o)/2=( o+w)t/2+aq. (13)

Lygybes (9) ir (13) jrasg i (12), gauname:

x=| 2A;cos[(wz- w1)t/2] | cos[( w1+ wp)t/2+a]. (14)

Tai harmoninis svyravimas su létai kintan¢ia amplitude. Jis grafiskai pavaizduotas 105

pav.
/ i
T

2A1

\4

A A

Ny

105 pav.

Tai taip vadinami muSimai. Juos galima iSgirsti sklindan¢ius ore, kai skamba du vienas
Salia kito pastatyti kamertonai, kuriy skambéjimo dazniai Siek tiek skiriasi.

Pratybos

1. Sudedami du 2 Hz daznio, vykstantys vienoje ties¢je, svyravimai. Vieno pradiné
fazé o = 0, 0 kito oz =  / 2. Amplitudés atitinkamai: A; = 10 cm, A, =5 cm.
Nubrézkite atstojamojo svyravimo grafika pagal 88 pav. pavyzdi.

2. Nubrézkite pagal 103 pav. pavyzdi atstojamojo svyravimo = mplitudés vektoriy
A, kai vieno svyravimo amplitudés vektoriaus didumas A; = 3 cm, o kito
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svygavimo Az =4 cm, kai pradinés fazés: 1) og = 30°, otz = 120°%ir 2) oy = O°, 1o =
180°.

3.6 Slopinamigji svyravimai

Anks¢iau nagrin¢jome laisvus svyravimus, nepaiséme svyravimus slopinanéiy
jégu. Taciau i8 tikryjy bet koks medziaginéje aplinkoje suzadintas svyravimas palaipsniui
gesta, jo amplitudé mazéja. Gesimo prieZastis yra svyravimg stabdancios trinties jégos.
Pasiprie$inimo arba trinties jéga priklauso nuo grei¢io. Mazy greiiy atveju galime tarti,
kad ji yra proporcinga grei¢iui ir nukreipta i prieSinga greiciui pusg. Todel galime raSyti,
kad pasipriesinimo jéga Fy = - r X', kur r yra pastovus dydis, vadinamas pasiprieSinimo
koeficientu. Si jéga prisideda prie tamprumo jégos — k x. Todél atstojamoji jéga, veikianti
taska, bus lygi: F =- kX - rx’. Antraji Niutono désni galésime parasyti taip:

md®/dt>=- kx- rdx /dt @)
arba
d/dt?=- kx/m—(r/m)dx /dt %)
Pazymeékime
k/m=ws r/m=2p. €)

Tuomet (2) lygtis turés pavidala:

d/d? =- 02X - 2B dx /dt. )

Dydziai wo? ir P yra teigiami. wo sutampa su 3.1 paragrafe vartotu dydziu . [veskime
nauja kintamajj z, susieta su x lygybe:

x=zeht, (5)

Suraskime idvestines: dx / dt ir d 2 / dt?. Jas trumpiau pazymékime X ir X', atitinkamai
Zirz’.

x =ePtz -pefly
X' :e-Bth _Zﬁe-ﬁtzy +Bze-BtZ.
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[rase Sias x’ ir X"’ iSraiSkas { (4) lygti, suprasting visus narius i§ daugiklio e Bty atlikg
kitus paprastus velksmus gauname:
7' =-(0d-p*)z (6)

Tarkim, kad aplinkos pasipricsinimas yra tiek mazas, jog wo> > B2 Tada wo” - B2 yra
teigiamas dydis, ir mes galime {vesti pazZyméjima:

0o - P2 = 02 @
Tadai$ (6) lygties gauname:

7' +0?z=0. (8)
Si lygtis sutampa su 3.1 paragrafo harmoningo svyravimo lygtimi (4). Jos sprendinys

z=Aocos(ot+a), 9

kur Ao ir o - konstantos, turin¢ios ta pacia prasme kaip ir 3.1 paragrafe. I8 (9) lygties
matyti,kad z kinta periodiskai, ir kitimo periodas

T=2n/w.

Atsizvelgus i (7) lygybe,

T=2n/(ws-B*)Y2 (10)

Pasinaudojg (3) lygybémis, perioda galésime iSreiksti dar ir taip:

T=2nam/(km=r?/4)"2 (11)
1 (9) sprendinj jras¢ z reikSmg i$ (5), gauname:
x=AcePlcos(mt+a) (12)
arba
x=Acos(ot+a), (13)

kur A=A,eP! yra nuo laiko priklausanti amplitudé¢. Ji laikui bégant mazéja. (10) lygybe
palyging su 3.1 paragrafo (9) matome, kad slopinamojo svyravimo periodas yra didesnis
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negu tokios pat masés m tasko laisvo svyravimo periodas To = 2 1 / @y, veikiant tokiai
paciai tamprumo jégai. Slopinamo svyravimo grafikas parodytas 106 pav.:
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\4

\/ t

106 pav.

Dviejy viena po kitos sekanéiy aplitudziy, nutolusiy viena nuo kitos per perioda T,
santykio natiirinis logaritmas vadinamas slopinimo logaritminiu dekrementu. Logaritminj
dekrementa pazyméje raide A, pagal apibréZima turésime:

A=In(Ace P/ A eP* Ty = nefT,
ty.,
r=BT. (14)

1 (12) formulg jrase (14), gausime dar tokia slopinamuju svyravimy iSraiska:

At/ T

X=Age cos(2mt/T+a), (15)

kur periodas T =27/ .

Logaritmini dekrementa A galima nustatyti, iSmatavus dvi viena po kitos sekancias
amplltudes Arir A,

Zinodami A ir pasinaudoje  (3) bei (14), galime nustatyti pasiprieinimo
koeficienta: =2 m=2Am/T.

Dar pastebésime, kad kai aplinkos pasiprieSinimas yra didesnis, tai B? > o ir
judesys tampa neperiodiSkas. Tai matyti ir i§ (10) lygybés. Atlenktas i§ pusiausvyros
padéties kiinas tada asimptotiSkai artés atgal | pusiausvyros padétj ir toliau nebejudés.
Pavyzdziui, rutuliukas pritvirtintas prie spyruoklés smaloje.

Partybos

1. Trodykite (6) lygti.

2. ISmatuotos dvi masés m kiino slopinamojo svyravimo amplitudés A ir Ay,
sekancios viena po kitos ir nutolusios viena nuo kitos per perioda T. ISmatuotas ir
periodas T. Koks turi biiti spyruoklés standumas k, kad kiino judesys dar biity
periodinis ? (Ats: k>m(In(A1/Az))?/T%)
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3.7 Priverstiniai svyravimai. Rezonansas

Panagrinékime kiino arba materialaus tasko svyravimus, kai ji apart tamprumo ir
pasipriesinimo jégy veikia dar papildoma periodiné jéga. Pavyzdziui, spyruokle tankiose
dujose pakabinta kiing papildomai vertikaliai tampo prie to kiino pritvirtinta gumyté.
Nagrinésime atveji, kai pasaliné periodiné jéga f kinta pagal sinuso arba kosinuso désni.
Pavyzdziui,

f=Hcosmt. (€Y
Tokios jégos kitimo periodas

T=2n/w.

Dydis H vadinamas jégos amplitude. Tai yra didziausia jos reik§mé. Vietoje preito
skirsnio (1) lygties dabar turésime:

md/dt?=-kx—rdx/dt+Hcoswt. @
Vietoje pragito skirsnio (4) lygties bus:
d/dt? = - w2 x—2P dx/dt + hcosw . @®)
Cia 0o ir P turi tas pacias reik§mes, kaip ir praeito skirsnio (3) lygybése, o
h=H/m.

Kai trinties jégos ir priverstinés jégos néra ( B = 0, h = 0 ), kiinas svyruos
harmoniskai savuoju cikliniu dazniu wo.

Pabandykime surasti (3) lygties sprendinj targ, kad

x=Acos(wt+a), 4
t. y., kad svyravimas vyksta priverstinés jégos dazniu .

Irasykime (4) sprendinj { (3) lygti. Suradg igvestines dx / dt, d® / dt?, pasinaudoje
formulémis sin (y + 8 ) = siny cosd + cosy sind, cos (y + & ) = cosy cosd - siny sind ir
atlike algebrinius pertvarkymus, gausime ( tai sitilome atlikti kaip pratima ):

-Aw?cosacosot+Am’snasnmt=(-Awlcosa+2BAwsno+

+h)cosot+(Ansna+2BAwcosa)snmt. (4a)

Si lygybé turi galioti visoms laiko t reikiméms. Todél daugikliai prie cos o t ir daugikliai
priesin o t abejose lygybés pusése turi bati atitinkamai lygus. Taigi galime rasyti:

95

www.olimpas.It



-Aw’cosa=-Aw’coso+2BAmsino+h,
szsinoc=Awozsinoc+2Bchosoc
arba

A(ol-w?)cosa-2pAwsina=h,

®
A(wo?-w?)sino+2pAwcoso =0.
18 (5) antrosios lygties gauname:
tga=-2B o/ (ws-w?). (6)
ADbi (5) lygybes pakeélg kvadratu ir sudéjg, gausime:
A [(02- 02 )2 +4 B2 w?] =
Todel
A=h/[(w -0 +4p% 0" U]

(6) ir (7) formulés nusako nusistojusiy priverstiniy svyravimy fazg ir amplitudg.

Jeigu kiinas i§ pradziy buvo parimgs ir ji pradéjo veikti priverstiné jéga, tai jis
ims svyruoti, bet svyravimy amplitudé (7) reik8mg pasieks ne iSkart, o palaipsniui po tam
tikro laiko. Tai pavaizduota 107 pav.

TR
S RVATAIANE

107 pav.

A
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Kai priverstiniai svyravimai nusistovi, amplitud¢ toliau nedid¢ja.

IS (7) formulés matyti, kad priverstiniy svyravimy ampltudé A priklauso nuo
priverstinés jégos amplitudés ir taip pat nuo jos daznio ®. Dazni m, Kuriam esant
svyravimo amplitudé A yra didZiausia, vadina rezonansiniu dazniu ir Zymi oye. 15 (7) taip
pat matome, kad amplitudé A bus didziausia kai vardiklis maziausias. Pakanka nustatyti,
kada poSaknis yra maziausias. RaSome iSvesting:

d(we- 0P +4P20?]/do=2(0l-0?)(-20)+8B2n=0
arba
(w2-0?=2p%)w=0.

Sios lygties sprendinys @ = 0 miisy nagringjamam uZdaviniui netinka, nes jis atitinka
pastovia priversting jéga f. Lieka lygties

(noz—mz—ZBz:O

sprendinys. Jis yratoks:

0= = (00 - 27)"2 ®)

(8) irase i (7) gauname rezonansing amplitudg:

Aez=h/2p (wo?- p*)¥2 9)

1S (8) matyti, kad wrez < o, 0 i85 (9) — kad slopinimui maZé&jant, rezonansiné
amplitudé didéja. Kai slopinimo néra ( 3 = 0 ), Wrez = Wo, O Arez = o0, Rezonansas labai
reikalingas radiotechnikoje, dideli vaidmenj vaidina akustikoje. Mechaninis rezonansas
gali buti ir zalingas, nes dél per didelés rezonansinés amplitudés gali sugriati tiltai,
statiniai, suirti jrenginiai. Esant slopinimui ( 3 # 0 ), priverstinio svyravimo amplitudé A
niekada nepasiekia begalybés. Tos amplitudés pruiklausomybé nuo priverstinés jégo
daZnio w, esant skirtingoms {3 reikSméms, parodyta 108 pav.
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Pratybos

1. Gaukite (4 a) lygti.

2. Vagono mas¢ m = 50 t. Jam vaZiuojant greiiu v = 12 m / s, prasideda stiprus
supimas dél smiigiy { bégiy sandiiras. Bégio ir vagono ilgis | = 12,8 m. Vagonas
supasi ant 4 spyruokliy. Raskite kiekvienos spyruoklés standuma k.

Sprendimas

Priverstinés jégos periodas T =1/ v, 0 vagono laisvy svyravimy periodas To =
=2m(m/4k)Y. Rezonanso atveju T = T,. I§ ty lyg&iy gauname k = > m v2 / |2,
Apskaigiavus k =~ 4,33 - 10°kN / m.

V. Bangos
4.1 Banga. Skersin¢ ir i§ilginé banga. Bangos greitis, ilgis, periodas

Tegul turime surity daleliy aplinka, kurioje yra svyruojantis taskas. Tasko
svyravimo energija gali persiduoti aplinkiniams taskams priver¢iant juos svyruoti.
Svyravimo plitimo aplinkoje reiskinys vadinamas banga. Bangos susidaro, pavyzdziui,
metus akmenj | vandens pavir$iy. Vandens pavirSiaus sritis, kurig betarpiskai sujudino
krintantis akmuo, ima svyruoti. Sis svyravimas nuo vieno tasko persiduoda kitam ir
vandens pavir§iuje gauname banga. Kitas pavyzdys — ranka svyruojant laisva virvés gala,
imaplisti iSilgai virvés banga.

Svyravimui sklindant svyruojancios dalelés neslenka kartu su plintanéiu
Svyravimo procesu, 0 svyruojaties savo pusiausvyros vieta.

Jeigu dalelés svyruoja iSilgai tos pacios tiesés, kuria sklinda banga, tai ja
vadiname iSilgine banga, o jeigu dalelés svyruoja statmenai bangos sklidimo krypdiai, tai
ji vadinama skersine banga.

Panagrinékime skersiniy bangy susidarymo schema, pavaizduota 109 pav.

Ta
t=0

(0]
+ANa
o t=T/4
K
98
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(6] t=T/2

¢} t=3T/4
C
-A

Y.

109 pav.

Jeigu taskui O, kai laikas t = 0, suteiksime pagreiti a, nukreipta { virsy, tai jis atsilenks
nuo pusiausvyros padéties. D¢l daleliy tarpusavio rySio su tam tikru pavélavimu poveikis
persiduos kaimyninéms daleléms. Per laiko tarpa t = T / 4 ( T — dalelés svyravimo
periodas ) poveikis pasieks taska K, o dalelé O atsilenks iki maksimalios padéties +A ir
stabtels. Tamprumo jégy veikiama ji pakeis jidéjimo kryptj ir judés prieSinga kryptimi, o
dalele K tik pradés judéti ja paveikusios jégos kryptimi. Po laiko tarpo t = T / 2 dalelé O
gris 1 pusiausvyros padéti, bet joje nesustos, o dél inercijos judés toliau. Po laiko t =
=3 T/ 4, dalel¢ O atsilenks | prieSinga pusg iki maksimalios vertés — A, 0 trikdymas
pasieks taska C. Ir po laiko t = T dalelé vél gri$ i pusiausvyros vietg ir ten vél nesustos, o
trikdymas pasieks taska D. Minéty daleliy judesys kartosis, o trikdymas plis toliau po
visg aplinka. Taip susidaro skersinés bangos tamprioje aplinkoje.

PanaSy modelj galima sukurti ir i$ilginém bangom. Sitilome tai padaryti patiems.
Padarg pamatysite, kad iSilgin¢je bangoje susidaro daleliy sutankéjimai ir praretéjimai.
Bangos procesa lydi sutankéjimy ir praretéjimy slinkimas. Ar aplinkoje yra skersinés ar
isilginés bangos — priklauso nuo medziagos tamprumo savybiy. Jei aplinkos vienam
sluoksniui pasislinkus kito sluoksnio atzvilgiu atsiranda tamprumo jégos, grazinancios
paslinkta sluoksni i prading padétj, tai gali plisti skersinés bangos. Tokios aplinkos yra
kieti ktinai. Skys¢iai ir dujos minéty savybiy neturi. Juose gali sklisti tik i$ilginés bangos.

Bangos sklidimo greitis priklauso nuo aplinkos tamprumo savybiy ir jos tankio
p. I3ilginiy bangy greitis
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. Pratybos
v=VE/p . ®

Cia E — medziagos, kurioje plinta banga, Jungo modulis. Tai dydis, analogiskas

spyruoklés standumui k. Standumas k charakterizuoja konkregia tam tikro ilgio ir storio 1. Pavaizduokite iSilginiy bangy susidarymo modelj analogiSkai 109 pav.
spyruoklg. Medziaginei tampriai aplinkai charakterizuoti patogiau vietoje mums Zinomos 2. Paskaiiuokite jvairiy dazniy garso bangu ilgj, radijo bangu ilg.
lygybés F =k Al radyti: 3. Zemes plutoje isilginiy bangy greitis c; = 14 km/ s, o skersiniuy bangy greitis ¢, =
= 7,5 km / s. Raskite kampinj atstuma nuo Zemés drebéjimo centro tasko A iki
F/S=EAI/L ) seisminés stoties B, jeigu i§ seismogramos matyti, kad iSilginés bangos atéjo At =
=91 s anksciau, negu skersinés. Galima tarti, kad §iuo atveju bangos plinta tiktai
Cia S ir 1 — jsivaizduojamo medziagos stulpelio skerspjivio plotas ir ilgis, tatiau Zemés pluta. Kampinivs atstumas yra kampas tarp spinduliu, i§vestu i§ Zemeés
koeficientas E nuo S ir 1 nepriklauso, o priklauso tik nuo pacios medziagos ( pvz., dujy ) centro i taskus A ir B. Zemés spindulys R = 6370 km.
savybiu. I§ (2) matyti, kad Jungo modulis E matuojamas N / m?.
Atstumas, kurj per viena perioda T nueina duota svyravimo fazé, vadinamas
bangos ilgiu A. Kitais Zzodziais, bangos ilgis yra maziausias atstumas tarp svyruojanéiy
tasky, esanéiy vienodose fazése arba tarp dviejy artimaiusiy sutankéjimy ar praretéjimy
(isilginése bangose ).
Banga galima pavaizduoti grafiskai, pasirinkus koordinaciy asis x, y. ASyje x 4.2 Hiuigenso ( Heigenso ) principas

atidékime dalelés atsilenkima nuo pusiausvyros padéties, o aSyje y — dalelés padéti
aplinkoje ( 110 pav. ).

A \

Nl

Daznai reikia surasti bangos fronta kuriuo nors vélesniu momentu, kai jis buvo

/N

v <

|

110 pav.

Bangos sklidimo grei¢iu suprantamas duotos fazés sklidimo greitis.
Per perioda T fazés nueitas kelias lygus A. Taigi greitis

V=A/T=Av.

Cia v - bangos daznis.

zinomas ankstesniu laiko momentu. Metoda tam tikslui 1690 m. pasiilé olandas
Hiuigensas ( Ch. Huggens ). Tas metodas vadinamas Hiuigenso principu. Jo teisinguma
patvirtina stebéjimai. Ji galima jrodyti, remiantis elastingumo teorija, o principa
paaiskinti eksperimentu. Tegul turime plysj, kurio plotis a << A ( 111 pav. ).

Banga ( pvz., vandens pavirsiuje)
pri¢jusi pertvara A atsispindi, o plySys

yra &altinis svyravimy, plintan¢iy kitoje

pertvaros pus¢je. Nepriklausomai nuo

pirminés bangos fronto pavidalo uz plySio

A M sklis pusziedzio formos bangos B. Plysys
bus lyg naujas svyravimy centras. Tuo

remiantis galimatarti, kad kiekviena

B aplinkos taSka, iki kurio pri¢jo bangos

(3 frontas, galima laikyti nauju bangy Saltiniu.
Tai yraHiuigenso principo esmé.

111 pav. B B

Geometriné vieta tasky, iki kuriy tam tikru momentu nu¢jo banga, vadinama

bangos frontu. Jeigu aplinka yra izotroping, tai i§ suzadinimo centro bangos i visas puses
sklis vienodais grei€iais, ir frontas bus sfera, kurios spindulys r = v t. Jei frontas yra sfera,
tal banga vadinama sferine banga, jei frontas — plokstuma, tai bus ploks¢ia banga.

Kryptys, kuriomis plinta bangos, vadinamos spinduliais. Sferinés bangos
spinduliai sutampa su sferos spinduliais. Ploks¢ios bangos spinduliai yra lygiagretis.

112 pav.
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Tegul vienu momentu yra zinomas bangos frontas AB ( 112 pav. ). Rodyklés rodo
bangos atéjimo krypti. Norint gauti nauja fronta vélesniu momentu, praéjus laikui t,
kiekviena senojo fronto taska reikia laikyti atskiru pirmyn sklindanéiy bangy centru. I§
kiekvieno tasko nubrézkime naujos bangos pavirSiy, kuris bity spindulio r = v t
pusrutulis ( hemisfera). Visu naujy bangy pavir$iy gaubiancioji A1B; bus naujas bangos
frontas. Taigi jeigu bangos AB frontas buvo sferinis spindulio R pavirSius, tai
izotropinéje aplinkoje jis liks sferiniu ir pra¢jus laikui t. Naujas spindulys R1 = R+ v t.
Sklindanti sferiné banga turi vis didéjancio spindulio sferinj fronta. Kai spindulys yra
labai didelis, bangos fronto dalj galima laikyti ploks§¢ia. 113 pav. parodyta plokscios
bangos fronto dalis AB.

B B, Visus to fronto taskus laikydami savistoviais bangy

&ltiniaisir isvede aplink juos pusrutulius, gausime
gaubianti pavir$iy A1B3, kuris bus lygiagretus plokStumai

AB. I§ ¢ia darome i§vada, kad plokscia banga, sklisdama
vienoje izotropinéje aplinkoje, ir toliau pasilieka plokscia.
Dabar panagrinésime atveji, kai plok§¢ios bangos
sklidimo kelyje yra pastatyta pertvara A su skylute g,
kurios skersmuo yra didesnis uz bangos ilgi A ( 114 pav. ).

A1

Ay

113 pav.

Prigjgs pertvara A, plokscias
frontas BB’ atsispindés nuo jos, o
skylutés a taskai taps savistoviais
bangy centrais. Aplink kiekviena
B B’ centrg susidarys elementarusis
YVYYVYVYVY VYV pusrutulinis bangos pavirius. Siy
a pavir$iy gaubiancioji bus bangos

A’ frontas uz skylutés. I8 114 pav.
A AL matyti, kad tas frontas uz skylutés
nebéra ploks¢ias, tik jo viduriné dalis

¥ vvvy Y yra lygiagreté buvusiam frontui. Ties
krastais frontas uzlinksta. Toks spinduliy

uzsilenkimas yra vadinamas difrakcija

114 pav. Norint tiksliai nustatyti tokj spinduliy
uzsilenkima, reikia bangas, ateinancias nuo atskiry

skylutés tasky, sudéti, priimant démesin juy fazes. Smulkiau §i veiksma panagrinésime
veéliau. Kuo mazesné skyluté, tuo labiau pasireiskia spinduliy uzsilenkimas. Jeigu
skylutés a skersmuo yra mazesnis uz bangos ilgj, tai skyluté bus lyg vienetinis bangy
centras, nuo kurio plis pusrutuliné banga.
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4.3 Bangoslygtis

Kaip galima analitiSkai apraSyti bangy plitimo procesa ?

X

\4

115 pav.
Tegul turime banga, plintancia Y aSies kryptimi ( 115 pav. ). Banginis procesas bus
zinomas, jeigu zinosime, kokia reik§me¢ X turi kiekvienas taSkas kiekvienu laiko
momentu. Kitaip sakant, reikia zinoti tasko poslinkj x kaip laiko ir vietos funkcija. Tegul
taske O yra svyravimo centras, ir Cia taskas svyruoja pagal désnj
X=Acosmt. (0]
Cia A, o ir t — svyravimo amplitudé, ciklinis daznis ir laikas, Zinomi i§ svyravimy
skyriaus.
Sklisdami svyravimai bet kurj taska K pasieks po laiko At =y / v, kur v -
bangos sklidimo greitis. Taskas K pradés svyruoti laikotarpiu At véliau, negu taskas O.
Jeigu svyravimai neslopinami, tai taskas K svyruos tuo paciu dazniu ir ta palia
amplitude:
X=Acosmt. 2

Cia laikas t” skai¢iuojamas nuo tada, kai pradéjo svyruoti taskas K. Todél

U =t-At,

X=Acoso(t-At)=Acosw(t-y/v). (©)]

y gali biiti teigiamas ir neigiamas. Kadangi v T=A,T=1/v=2n/0,v=A/T=
= A ©/2m, tai (3) lygti galima uzrasyti taip:

x=Acosw(t-2ny/Ao)=Acos(wt-2ny/A)

arba
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x=Acos2m(vt-y/L). 4

Tai ir yrabangos lygtis. Kitas jos pavidalas yra (3).
Dalelé¢, kurios atstuma nuo svyravimo centro nusako y reikSmé, pagal (3) lygti
svyruos harmoningai pagal désnj:

x=Acosw(t-y/v)=Acos(ot-oa), (5)

kuraa=wy/v=2mny /A Duotam taskui y yra pastovus ir o taip pat bus pastovus.Jis
yra vadinamas to taSko pradine faze. Tokia savoka mes jau aptaréme svyravimy skyriuje.
Dvieju tasky, kuriy svyravimy padétys yra y; ir o, faziy skirtumas

OLz-O(]_:ZTE(yz—yl)/}\.. (6)

Tasky, kurie vienas nuo kito nutolg atstumu A, faziy skirtumas o - o3 = 2 . Kiekvienu
lailko momentu jie bus vienodai atsilenkg¢ nuo pusiausvyros padéties. Sakome, kad tokie
taskai svyruoja vienodomis fazémis. Lygiai taip pat svyruos ir taskai, tarp kuriy atstumas
yrak A ( sveikas bangy ilgiy skai¢ius, k =0, 1, 2,... ). Jeiguy,—y1=(2k + 1) A/ 2, tai
faziy skirtumas bus m, 3 m,..., ir sakome, kad tie taskai svyruoja prieSingose fazése.
Kiekvienu laiko momentu jie vienodai atsilenkg, bet prieSingomis kryptimis.

Iki $iol nagrinéjome plok$cia banga. Sferinés bangos energija, tenkanti ploto
vienetui, atvirk§Ciai proporcinga atstumo nuo svyravimo centro kvadratui. Kadangi
svyruojanéio kiino energija proporcinga amplitidés kvadratui, tai galime rasyti, kad
1/r%~A? t.y., amplitudé atvirk§ciai proporcinga atstumui nuo centro r. Todél sferinés
bangos lygtis pagal (3):

x=(Alr)cosm(t-r/v). (7

Cia A — pastovus dydis.

Pratybos

1. Paieskokite duomeny apie jvairiy greiciy, dazniy, ilgiy ir amplitudziy bangas ir
pavaizduokite bent vienam atvejui (4) bangos lygti grafiskai.
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4.4 Bangy interferencija. Stovin¢ios bangos

Aplinkoje bangos gali plisti i§ jvairiy Saltiniy. Pakeliui jos gali susitikti. Jeigu
kurioje nors vietoje dvi bangos, plintancios i§ jvairiy Saltiniy, dengia viena kita, o po to
i¥siskiria, tai toliau kiekviena i% ju sklinda taip, lyg ji savo kelyje nebiity sutikusi kitos. Si
bangy sklidimo nepriklausomybé viena nuo kitos yra vadinama SUPErpozicijos principu.
Jis analogiskas jégu nepriklausomybés principui. Jo teisingumu galima nesunkiai
isitikinti, { vandeni imetus du akmenukus. Susitik¢ ju bangos vél issiskiria ir kaip ir
anks¢iau sudaro taisyklingus ratus su centrais akmenuky kritimo vietoje. Si fakta
pastebéjo dar Leonardas da Vincis ( Leonardo da Vinci ), italy meninikas, mokslininkas
ir iSradéjas, gyvengs 1452 — 1519 m. Bangy uzsiklojimo vietoje bangos susideda. [vyksta
taip vadinama bangy interferencija. Kiekviename aplinkos taske atstojamasis svyravimas
bus visy iki to tasko atéjusiy svyravimy suma. Interferencija gali buti jvairiy bangy.
Idomus paprastesnis atvejis, kai susitinka dvi vienody dazniy, vienody svyravimo kryp¢iy
ir vienody faziy arba pastovy faziy skirtuma turinCios bangos. Jos yra vadinamos

koherentinémis bangomis.
Panagrinékime koherentiniy bangy interferencija.

B

116 pav.

Tegul masy Saltiniy Sy ir S, (116 pav. ) svyravimai vienodomis fazémis isreiskiami taip:

X1=AoCoSmt, Xo=A,COSMt. Q)
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I8 ty Saltiniy plis sferinés bangos. Taske K ju lygtys bus:
X1=A1c0S2m(Vvi—ri/L), X2=Azcos2m(Vvt—ra2/A). 2
Sferinéms bangoms

A1/A2=r2/r1,

tadiau jeigur >> [r2—r.], tai apytikrial A1 = A =A.
Panagrinékime bangy interferencija, kai: 1) ro—ri =Air2)ro—rp =i /2.
1) x=xg+x2=A[cos2n(vt—ri/A)+cos2mn(vt—(ri+A)/A)].
Atlike trigonometrinius pertvarkymus, gautume:
1) x=2Acos2m(vt—r/A). 3
Atstumo r; indeksa mes ¢ia praleidome.
2) rp—rn=A/2
Atlike visiskai analogiSkus veiksmus gautume:
X =X1+X2=0. 4)
I8 (2) lygciy matyti, kad interferuojanciy bangy faziy skirtumas
Aov=2m(rz—r1)/A. 5)
Vadinasi 1) atveju, kai (rz—r1) = A, Ao = 2w, 018 (3) matyti, kad atstojamosios bangos
amplitudé tada lygi 2 A, daznis — tas pats v ir pradiné faze lygi 2 mr/ A. Sako, kad tada
interferuoja vienody faziy bangos. Tas pats bus ir tada, kai faziy skirtumas
Aoa=12mk, (ra—ri=k=a) (6)
kurk=0, 1, 2,... ( sveikas skaicius ).
2) atveju, kai (r —r1 ) = A/ 2, faziy skirtumas Ao = m, 0 IS (4) matyti, kad
interferuojancios bangos tada viena kita naikina. Bendriau svarstant, tai minimumo
salyga. Tada interferuoja prieSingy faziy bangos. Tas pats bus ir tada, kai faziy skirtumas
Aoa=t(2k+1)m, (ro—-rn=(2k+1)r/2) (7

Galimi jvairGs tarpiniai atvejai tarp 1) ir 2).
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Idomus bangy interferencijos atvejis yra stovinios bangos. Jos susidaro
interferuojant dviem vienody amplitudziy prieSingomis kryptimis plintan¢ioms
ploks¢ioms bangoms.

A
\
\
/
/
N
\
Y

117 pav.
Jeigu koordinaciy pradzioje abiejy bangy fazés vienodos ( 117 pav. ), tai

x1=Acos2m(vt-y/A),

®
Xo=Acos2m(vt+y/A).
Atstojamosios bangos
X=X1+Xp=Acos2n(vt—y/L)+Acos2n(vt+y/L).
Atlikus trigonometrinius perdirbimus,
x=2Acos(2my/A)cos(2mvt). 9)

Daugikliscos(2m v t) rodo, kad atsirado to paties daznio v svyravimai. Daugiklis
2 A cos(2my/A)nepriklauso nuo laiko ir reikia atstojamojo svyravimo amplitude:

As=|2Acos(2my/2) . (10)
Amplitudé priklauso nuo koordinatés y. Taskai, kuriuose atstojamoji amplitudé As lygi

2A, yra vadinami pipsniais, o tafkai, kuriuose amplitudé As lygi nuliui, vadinami
mazgais. Nustatykime jy vietas:
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As=2A,kai| cos(2ny/A) | =1, 2ny/A=1 nk,
kurk=0, 1, 2,... . Taigi piipsniy koordinatés
y=tkA/2
Atstumas tarp dviejy pipsniy
Ve+1—Yk=A/ 2.
Mazgamscos(2ny/A)=0,aba2ny/A=+(2k+21)m/2ir
y=+(2k+1)A/4
Atstumas tarp dviejy gretimy pupsnio ir mazgo yra
(2k+1)A/4-kL/2=L/4.

Pereinant mazga, svyravimy fazé pasikei¢ia | prieSinga. Tai iSplaukia i§ to, kad
amplitudés daugiklis cos (2 Ty /A ) pereinant per nuli mazge keicia Zenkla. Todél jeigu
vienoje mazgo pus¢je tam tikru laiko momentu poslinkis x — teigiamas, tai kitoje mazgo
puséje tuo paciu laiko momentu jis bus neigiamas.

Kadangi cos (2 m v t) visuose y — ko taskuose turi vienoda reiksme, tai visi
taskai tarp dviejy mazgy svyruoja vienoda faze.

Stovincia banga viazduoja 118 pav.:
M2

) AL AN
Y

3
b) /ﬂ j\
NUZ U

M2

t

t+T/2

Yy
1
AN Y

118 pav.

Stovinéios bangos paprastai susidaro, interferuojant plintanciai | priekj ir
atsispindéjusiai bangoms. Atspindzio taske gali buti ir plipsnis, ir mazgas. Jeigu aplinka,
nuo kurios banga atsispindi, yra tankesné uz aplinka, kurioje sklinda bangos, tai ty
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aplinky riboje gaunamas mazgas. Jeigu aplinka, nuo kurios banga atsispindi, yra retesné
uz ta, kur plinta banga, tai riboje gaunamas piipsnis.

Pratybos

Gaukite atstojamosios bangos lygti (3).

Gaukite (4) rezultata.

Gaukite stovincios bangos lygti (9).
Pavaizduokite bréziniu stovincia iSilging banga.

AwNE

4.5 Doplerio efektas

Matuojamas bangos daznis priklauso ne tik nuo bangos prigimties, bet ir nuo
Saltinio arba stebétojo ( prietaiso ) judéjimo. Sj rei¥kini pirmasis 1842 m. pastebéjo
Dopleris, nurodgs, kad daznis padidéja Saltiniui ir stebétojui suartéjant ir sumazéja, jiems
tolstant vienam nuo kito. Doplerio efektas pasireiskia visuose banginiuose reiskiniuose
(optiniuose, akustiniuose ir kt. ). Austry fizikas, matematikas ir astronomas Ch. Doppler
gyveno 1803 — 1853 m.

Panagrinékime du atvejus: a) $altinio judé€jima ir b) stebétojo judéjima.
a) Saltinis juda aplinkoje greiGiu v, o bangos greitis ¢ joje yra pastovus ir nepriklauso
nuo Saltinio judéjimo. ( Atskiru atveju c gali buiti Sviesos greitis ).

VT
S, > B

N
>

<A

v

A
Y

119 pav.
Tegul stebétojas yra taske B, o Saltinis — S; juda greiéiu v link stebétojo ( 119 pav. ).
Laiko momentu t; iSspinduliuota i$ &tinio S;, kai atstumas S;B = a banga pasieks
stebétoja laiko momentu
0=t +a/c (€))
109
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Banga, iSspinduliuota laiko tarpu T véliau, laiko momentu tp, pasieks stebétoja laiko
momentu

O;=t+(atvt)/C. 2
Mat, lalko momentu t, atstumas tarp Saltinio ir stebétojo yra a + v T abaa- v 1
priklausomai nuo $altinio judéjimo krypties. Taigi bangos, iSspinduliuotos per laika
T =t —ty, prietaisus veikia per laika

©=0,-0,=1(1ltv/c). ©)

Jei Saltinio daznis v, tai per laika 7 jis iSspinduliuos N = v, T bangy. Taigi prietaisu
iSmatuotas daznis

v =N/6. 4

Atsizvelge i(3) ir (4), gauname:

v=ve/(1lxv/c). 5)

c_ce

Cia “+” Zenklas, kai 3altinis tolsta nuo stebétojo ir “-, jei 3altinis artéja prie stebétojo.

Pakis ir bangos ilgis. Jei A, yra nejudancio Saltinio spinduliuojamas bangos
ilgis, 0 A - judangio, tai

Mo=C/vgA=c/v=(cC/ve)(lxtv/c)=Ao(1tv/cC). (6)

Taigi, judant &dtiniui aplinkoje, kurioje bangos greitis ¢ pastovus, pasikeis
registruojamas daznis ir bangos ilgis.
b) Prietaisas juda aplinkoje grei¢iu v. Bangos greitis aplinkoje kaip ir a) atveju —cC.
Pakartoj¢ ankstesnius samprotavimus, gauname:

Oi=t;+a/(c-v)ir®=t+(atvt)/(c—-Vv). )

Mat, bangos greitis prietaiso atzvilgiu yra (¢ —Vv) .
Tuomet

O=t(1tv/(c-Vv)). (©)]

Prietaiso nustatytas daznis, kaip ir a) atveju, bus:

v=vo(l-v/c). 9)
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Cia “-“ zenklas , kai prietaisas tolsta nuo Zaltinio ir “+” —kai artéja.
Minétas bangos greitis prietaiso atzvilgiu

¢g=c-v=c(l-v/c). (20)

|Smatuotas bangosilgis Siuo atveju:

A=(c—v)/v=c(l-v/c)/vo(Ll-v/C)=CVo=Ao. (12)

Vadinasi, bangos ilgis licka nepakitgs.
Ka ¢ >>v, a) ir b) atvejais gautas formules (5) ir (9) galima sujungti. Tikra, i$
®)

v=vo/(lxtv/c)=ve(l-v/c)/(1xtv/c)(l-v/c)=
=vo(1-v/c)/(1=(v/c)®)=vo(l-v/c),

nes( v/ c)?yra mazas dydis.

Gavome (9) formulg. Vadinasi, (9) Doplerio efekto formulé tinka, kai greiciu
v<< cjuda&altinis arbakai juda prietaisas.

Panagrinékime vieng atveji, kai juda Saltinis ir prietaisas. Tegul prietaisas juda
greidiu v, o Caltinis grei¢iu U ta padia kryptimi, ir prietaisas pasiveja Saltini (v >u).

A
Y.

A
w

120 pav.
Zitirédami i 120 pav., raome:
O;=t;+a/(c+v), 0=t +(a—(v-u)t)/(Cc+V).
0=0;-0:=t,-t1+(a—-(v-u)t)/(c+v)-a/(c+v)=
=t+(a-(v-u)t-a)/(c+v)=t(c+u)/(c+v).
Registruojamas daznis
V=EN/O=v,1/O=vs(C+V)/(Ct+u)=

=vo(l+v/c)/(1+u/c). (12)
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Ka u=v,v=v,.

Taigi jeigu Saltinis ir prietaisas juda drauge, nejudédami vienas kito atzvilgiu,
tai Doplerio efekto néra. Jei v # u, tai Doplerio reiskinys egzistuoja, ir stebimas daznumo
pakitimas priklauso nuo u ir v dydziy. Todel Doplerio reiskinys leidzia nustatyti altinio
bei prietaiso greitj aplinkos atzvilgiu.

Beveik visi zinome, kad garveZzio, SilumveZzio ar elektrovezio signalas masinai
artejant yra aukStesnio tono, o tolstant — zemesnio. Daug kas Zzinote, kad zvigzdziy
spektry linijy poslinkio { raudonaja pus¢ ( 1 mazesniy dazniy srit{ ) viena priezastis yra
7vaigzdziy tolimas nuo Zemés ( Visatos plétimasis ). Tai Doplerio reidkiniai, kurie
charakterizuojami miisy gautomis formulémis ( nereliatyvistiniu atveju ).

Pratybos

1. Raskite registruojama dazni v ( kaip pasikeis (12) formulé ), kai Satinis,
judédamas grei€iu u ir prietaisas, judédamas greiciu v, tolsta vienas nuo kito.
(Ats:v=vo(1-v/c)/(1+u/c)).

2. Raskite praeito uzdavinio daznj v, kai uirv<<c. (Ats:v=vo(1—(u+v)/c))

3. Gaukite (12) formulg, kaiuirv<<c. (Ats:v=vo(1l+(v-u)/c)).

4. Raskite registruojama daznj v, kai Saltinis ir prietaisas, judédami greiciais u ir v,
artéja vienas prie kito. (Ats.: kaiuirv<<c,v=vo(1l+(v+u)/c).

5. Stebétojui, besiklausan¢iam automobilio signalo, atrodo, kad automobiliui
artéjant, jo signalo pagrindinio tono daznis 9 / 8 karty didesnis negu
nuvaziuojan¢io automobilio. Apskaiciuokite automobilio greitj, laikydami garso
greitj ore lygiu 340 m/ s. Ora laikykite nejudanciu.

Tas pats klausimas, kai signalo Saltinis yra nejudantis, o stebétojas vaZiuoja
automobiliu pradzioje artédamas, o paskui nutoldamas.

4.6 Garso bangos

Ore ir bet kuriose kitose dujose svyravimai sklinda iSilginémis bangomis.
Pasiekg¢ miisy ausj, svyravimai, kuriy dazniai biina mazdaug nuo 20 iki 20000 svyravimy
per 1 sekundg, sukelia garso pojuti.

Daznio vienetas yra toks svyruojamojo proceso daznis, kai per 1 sekunde
ivyksta vienas svyravimas. Sis daZnio vienetas vokie¢iy fiziko Herco ( H. Hertz ) garbei
vadinamas hercu ( sutrumpintai zymimas Hz ). H. Hercas gyveno 1857 — 1894 m.

Taigi svyravimai, esantieji nuo 20 iki 20000 Hz intervale, turi savybg sukelti
garso pojiti. Jie pagal §i pozymi yra vadinami_garsiniais arba akustiniais svyravimais.

112
www.olimpas.It

Fizikiniu pozitiriu tie svyravimai nickuo specifiskai nesiskiria nuo kity dazniy, pvz., nuo
10 Hz arba 30000 Hz svyravimy.

Garso bangas, kuriy dazniai yra didesni uz 20000 Hz, jprasta vadinti
ultragarsais, o bangos, kuriy dazniai maZesni negu 20 Hz, vadinamos infragarsais.

Garso bangos sklinda jvairiose aplinkose. Ju plitimo greitis priklauso nuo
aplinkos savybiy. Pagrindiné aplinka, kurioje sklinda garsiniai svyravimai, yra oras —
dujos. Jau 4.1 paragrafe raséme, kad tamprioje medziagoje ( dujose ) iSilginiy bangy
greitis

v=VE/p. @

Cia E — dujy Jungo modulis, p - tankis.
Salia Jungo modulio vartojamas elastingumo ( tamprumo ) koeficientas o = 1/ E. Tada

v=(1/ap)*?. @
Skersiniy bangy sklidimo greitis priklauso nuo $lyties modulio N:
v=(N/p)*~ ®3)

Slyties modulio N savokos dabar neaptarinésime.
Remianti dujy désniais, galima parodyti, kad garso greitis

v=(yRT/p)* @

Cia R —universali dujy konstanta, T — absoliutiné temperatira, W - duju moliné¢ masé, o
Y - dujy savitosios Silumos cp, €sant pastoviam slégiui, ir savitosios Silumos cy, esant
pastoviam tliriui, santykis ( adiabatés rodiklis ):

Y=Cp/Cv.

Garso bangy sklidimui atmosferoje didelg jtaka turi atmosferos nevienalytiskumas. Garso

greitis priklauso ir nuo oro temperatiiros bei jo drégnumo. V¢jas taip pat turi jtakos garso

bangy grei¢iui. Pagaliau garso bangos atsispindi nuo dviejy aplinky, kuriose jos juda

[vairiais grei¢iais, ribos. Galima pastebéti garsy atspindj nuo debesy ir nuo riiko ribos.
Lenteléje pateikiame garso greiti kai kuriose dujose 0°C temperattiroje:

Duios Garso areitis, m/s
Oras 331
Deguonis 315
Vandenilis 1263
Analies dvideainis 258
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Pratybos

1. Moksleivis ir moksleivé stovi sutemus ant tiesaus tako, vedanéio link aukstos
plokscios uolos. Atstumas nuo moksleivio iki uolos 1 = 300 m. Moksleivei
sukteléjus, moksleivis ta Stkteléjima iSgirdo du kartus su t = 1,5 s intervalu.
Kokiu atstumu nuo uolos stovi moksleivé ? Kas pakisty, jei laiko intervalas tarp
moksleivio girdiny garsy buty t” = 1,8 s? Garso greitis ore v=330m/s.
Moksleivés balso ( soprano ) aukstj atitinkan¢io tono “la” daznis v = 440 Hz.
Kiek tokio garso bangy telpa tarp jos ir uolos ? ( Ats.: 248 m. Jeit' = 1,8 s,
moksleivés atstumo nuo uolos nustatyti negalima. 330 bangy ). Pagrindiné literatira

2. Du léktuvai “Concorde” skrenda vienas paskui kita 10 km atstumu vienas nuo
kito 1700 km / h grei¢iu. a) I léktuve i$§aunamas garsus §uvis. Po kiek laiko tas
signalas pasigirs IT lektuve ? b) Saunama IT I¢ktuve. Kada tas §iivis bus iSgirstas I

lektuve ? ( Ats.: a) Du kartus —po 13 sir po 59 s. b) Nebus isgirstas ). 1. O.B.Tony6epa. TeopeTI:Iqecxaﬂ MEXaHUKa. — I\/VIOCKBa, 1961.
3. Surad¢ vadovélyje oro tankj jprastomis salygomis, apskaiCiuokite oro Jungo 2. A. A. KocmoziembsiHckuit. Kype Teo_pel_'nqecxou MeXaHHKH. - Mocksa, 1955.
modulj. 3. V. Palitinas. Teoriné¢ mechanika. — Vilnius, 1982.
4. S.E. FriS%sir A. V. Timoreva — Bendrosios fizikos kursas. | tomas. — Vilnius,
1955.
5. B. Javorskis, A. Detlafas, L. Milkovskgja, G. Sergejevas. Fizikos kursas 1. —
Vilnius, 1970.
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