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1. Žiedo, kurio spindulys R, vidiniu paviršiumi juda mažas rutuliukas. Žiedo plokštuma statmena žem s
paviršiui. Jud damas rutuliukas pasiekia aukšt  R/2. Kokiu mažiausiu pastovaus didumo pagrei iu vertikalia
kryptimi turi prad ti jud ti žiedas, kad rutuliukas, jud damas vidiniu žiedo paviršiumi, pasiekt  jo viršutin
tašk ?

Sprendimas

Jei rutuliukas pakyla  aukšt  R/2, jo maksimalus greitis (žemiausiame trajektorijos taške) pagal energijos
tverm s d sn :

gRvRmgmv
22

1 2

Tarkime žiedas prad jo jud ti žemyn pagrei iu a. Tada rutuliuko jud jim  žiede galima nagrin ti laikydami,
kad papras iausiai pasikeit  laisvo kritimo pagreitis g‘=g-a. Kad rutuliukas s kmingai pasiekt  viršutin
žiedo tašk  jis turi tur ti pakankamai kinetin s energijos veikti potencinei energijai, be to viršutiniame taške
jo greitis neturi b ti lygus nuliui – jis juda apskritimu t.y. su centriniu pagrei iu, kuri rutuliukui suteikia j ga
mg‘ ir žiedo atramos reakcijos j ga N. Tuo atveju, kad rutuliuko greitis viršutiniame taške mažiausias
galimas, N=0.
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2. Mas s M rutuliukas, jud damas grei iu v, atsitrenkia  nejudant  m mas s rutuliuk . Galima nusp ti, kad
jei M<m, pirmasis rutuliukas gali atšokti atgal. Parodykite, kad: a) atveju M>>m, pirmasis rutuliukas
praktiškai nepakeis grei io, o antrasis jud s grei iu 2v (visas jud jimas šiuo atveju vyksta vienoje ties je),
b*) suraskite maksimal  kamp , kur  sudaro M rutuliuko greitis po sm gio  ir greitis prieš sm .

Sprendimas

a) Jud jimas vyksta vienoje ties je, tad judesio kiekio ir energijos tverm s d sniai:
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b) Suraskime M ir m sistemos masi  centro greit :
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Pereikime  atskaitos sistem , susiet  su M ir m masi  centru. Tuomet M ir m grei iai ir judesio kiekiai:



mM
Mmvmvp

mM
Mvvv

mM
MmvMvp

mM
mvvvv

c

c

22

2

11

1

0

,

,

Matome, kad judesio kiekis sistemoje, susietoje su masi  centru, yra lygus 0. vykus sm giui, ši s lyga
išsilaikys. Kadangi sm gis tamprus ir energija n ra prarandama, gausime, kad rutuliuk  grei  (impuls )
moduliai nepakinta, pasikei ia tik j  kryptis. Tarkime, greitis v1 sudaro kamp  su pradine jud jimo
kryptimi. Gr ždami  pirmin  atskaitos sistem , prie v1 tur sime vektoriškai prid ti vc, ir gausime M rutuliuko
greit  po sm gio pirmin je atskaitos sistemoje.

Jei v1’ > vc , tai galimas jud jimas priešinga kryptimi (atsilenkimo kampas 180 deg):

mM
mM

Mv
mM

mv

vv c ,1

Kaip ir buvo nurodyta s lygoje, tai manoma tik tada, kai judantysis rutuliukas lengvesnis už stovinti.
Jei M>m, rasime maksimal  atsilenkimo kamp  (x ašis nukreipta pradinio jud jimo kryptimi):
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Tangentas kampui beta did jant taip pat did ja, tod l galime ieškoti kampo beta tangento išvestin s pagal
alfa. Išvestin  prilygin  nuliui, gausime tam tikr  kamp  alfa, kurio vert stat  tangento beta išraišk
gauname:
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3.  Ilgio  L  virv  guli  tiesi  ant  stalo  paviršiaus  ir  tik  mažas  virv s  galiukas  yra  pakib s  ant  stalo  krašto.  Jei
stalas be galo slidus, paleidus virv , ji prad s slysti žemyn. Koks virv s greitis tuo metu, kai ji visa atsiskiria
nuo stalo? Stalo aukštis didesnis nei virv s ilgis. Papildomas sunkus klausimas: ta pati s lyga, tik virv
suvyniota. Trinties tarp virv s dali  n ra.

Sprendimas

Pirmas sprendimo variantas. Virv  prad s slysti ir jai visai nuslydus nuo stalo, jos mas s centras, lyginant su
pradiniu momentu, pažem jo dydžiu L/2. Potencin s energijos skirtumas lygus gytai kinetinei energijai
(remiantis energijos tverm s d sniu), tod l
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Antras sprendimo variantas. Užrašykime antr  Niutono d sn  virvei:

magmx

ia mx – kaban ios dalies mas . Jei virv s ilginis tankis , tai:
xLxg

Tokios diferencialin s lygties sprendinys
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Kuo mažesn  virv s dalis iš pradži  kabojo, tuo ilgiau užtruks visos virv s slydimas, tod l galime laikyti,
kad T (visas slydimo laikas) pakankamai didelis ir atmesti nar  su neigiamu eksponent s rodikliu. Tada
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Tuo atveju kai virv s dalis suraityta, antrojo Niutono d snio ankstesn  lygtis negalioja, nes sunkio j ga
greitina ne vis  virv , o tik jos dal , be to sunkio j ga dar ir suteikia prie jud jimo prisijungusiai nedidelei
daliai greit  v.
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Gautosios diferencialin s lygties sprendinys gali priklausyti tik nuo g ir t, nes daugiau jokie dydžiai  j
ne eina. x dimensija yra m, g – m/s2, t – s. Vienintelis galimas variantas: x=Cgt2, kur C – bedimens
konstanta. stat  šia išraišk  lygti, gauname:
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Lengvai pastebima analogija su jud jimu pagrei iu g/3.

gLv
3
2

Kaip matome galutinis greitis mažesnis nei pirmu atveju. Nors potencin s energijos pokytis tas pats, dalis
energijos buvo paversta  šilum  per daug maž  sm geli , kurie priversdavo vis kit  dal  virv s pajud ti iš
rimties b senos.


